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书书书

!!

两个基本计数原理

通过实例!了解分类加法计数原理"分步乘法计数原理及其意义
!

"!

排列与组合

通过实例!理解排列"组合的概念#能利用计数原理推导排列数公式"组合数公式
!

#!

二项式定理

能用多项式运算法则和计数原理证明二项式定理!会用二项式定理解决与二项展开式有关

的简单问题
!

!""



!!"

!

分类加法计数原理与分步乘法计数原理

第
"

课时
!

分类加法计数原理与分步乘法计数原理

!!

分类加法计数原理

完成一件事有两类不同方案!在第
!

类方

案中有
"

种不同的方法!在第
"

类方案中有
#

种不同的方法!那么完成这件事共有
$ $

!

"%#

!

种不同的方法
!

"!

分步乘法计数原理

完成一件事需要两个步骤!做第
!

步有
"

种不同的方法!做第
"

步有
#

种不同的方法!

那么完成这件事共有
$$

!

"&#

!

种不同的

方法
!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'在分类加法计数原理中!两类不同方案

中的方法可以相同
!

$

&

'

$

"

'在分类加法计数原理中!每类方案中的

方法都能完成这件事
!

$

"

'

$

#

'在分步乘法计数原理中!完成每个步骤

的方法是各不相同的
!

$

"

'

$

'

'在分步乘法计数原理中!事情若是分两

步完成的!那么做完其中任何一个单独的步

骤都不能完成这件事!只有两个步骤都完成

后!这件事情才算完成
!

$

"

'

"!

某校开设
%

类选修课
#

门!

&

类选修课
'

门
!

若要求从两类选修课中选一门!则不同

的选法共有 $

(

'

)*#

种
+*'

种

(*,

种
-*!"

种

#!

现有
'

件不同款式的上衣和
#

条不同颜色的

长裤
!

如果一件上衣和一条长裤配成一套!

则不同的搭配套数为 $

+

'

)*, +*!"

(*.' -*/!

(解析)选
+!

完成一种搭配有两个步骤!第一

步选上衣!有
'

种不同的选法#第二步选长

裤!有
#

种不同的选法
!

所以根据分步乘法

计数原理共有
'&#$!"

$种'不同的搭配
!

'!

某学生去书店!发现
"

本好书!决定至少买

其中一本!则购买方式共有
!

#

!

种
!

0!

一个袋子里放有
.

个球!另一个袋子里放有

/

个球!每个球各不相同
!

现从两个袋子里各

取一个球!共有
!

'/

!

种不同的取法
!

探究
!

!

分类加法计数原理

(例
!

)在所有的两位数中!个位数字大于

#""



十位数字的两位数共有多少个*

(解析)方法一+按十位上的数字分别是
!

!

"

!

#

!

'

!

0

!

.

!

,

!

/

分成
/

类!在每一类中满足条

件的两位数分别有
/

个"

,

个"

.

个"

0

个"

'

个"

#

个"

"

个"

!

个
!

由分类加法计数原理知!满足

条件的两位数共有
/%,%.%0%'%#%"%

!$#.

$个'

!

方法二+按个位上的数字分别是
"

!

#

!

'

!

0

!

.

!

,

!

/

!

1

分成
/

类!在每一类中满足条件的两位数分

别有
!

个"

"

个"

#

个"

'

个"

0

个"

.

个"

,

个"

/

个
!

由

分类加法计数原理知!满足条件的两位数共有
!

%"%#%'%0%.%,%/$#.

$个'

!

利用分类加法计数原理计数时的解

题流程

(变式训练
!

)某校高三共有
#

个班!各班

人数如下表+

班级 男生人数 女生人数 总人数

高三$

!

'班
#2 "2 02

高三$

"

'班
#2 #2 .2

高三$

#

'班
#0 "2 00

!!

$

!

'从
#

个班中选
!

名学生任学生会主席!

有多少种不同的选法*

$

"

'从高三$

!

'班"$

"

'班男生或高三$

#

'班

女生中选
!

名学生任学生会生活部部长!有多

少种不同的选法*

(解析)$

!

'从
#

个班中选
!

名学生任学生

会主席!共有
#

类不同的方案+

第
!

类!从高三$

!

'班中选出
!

名学生!有

02

种不同的选法#

第
"

类!从高三$

"

'班中选出
!

名学生!有

.2

种不同的选法#

第
#

类!从高三$

#

'班中选出
!

名学生!有

00

种不同的选法
!

根据分类加法计数原理!从
#

个班中选
!

名学生任学生会主席!共有
02%.2%00$!.0

$种'不同的选法
!

$

"

'从高三$

!

'班"$

"

'班男生或高三$

#

'班

女生中选
!

名学生任学生会生活部部长!共有

#

类不同的方案+

第
!

类!从高三$

!

'班男生中选出
!

名学

生!有
#2

种不同的选法#

第
"

类!从高三$

"

'班男生中选出
!

名学

生!有
#2

种不同的选法#

第
#

类!从高三$

#

'班女生中选出
!

名学

生!有
"2

种不同的选法
!

根据分类加法计数原理!从高三$

!

'班"

$

"

'班男生或高三$

#

'班女生中选
!

名学生任学

生会生活部部长!共有
#2%#2%"2$/2

$种'不

同的选法
!

探究
"

!

分步乘法计数原理

(例
#

)从
3"

!

3!

!

2

!

!

!

"

!

#

这
.

个数字中任

选
#

个不重复的数字作为二次函数
'

$()

"

%

*)%+

的系数
(

!

*

!

+

!则可以组成多少条抛

物线*

(解析)由题意知
(

不能为
2

!故
(

的值有

0

种选法#

*

的值也有
0

种选法#

+

的值有
'

种

选法
!

由分步乘法计数原理知!可以组成抛物线

的条数为
0&0&'$!22!

利用分步乘法计数原理计数时的解

题流程

$""



(变式训练
#

)从
!

!

"

!

#

!

'

这
'

个数字中选

#

个!组成无重复数字的整数!则满足下列条件

的数各有多少个*

$

!

'三位数#

$

"

'三位偶数
!

(解析)$

!

'分三步+第一步!排个位!有
'

种方法#

第二步!排十位!从剩下的
#

个数字中选
!

个!有
#

种方法#

第三步!排百位!从剩下的
"

个数字中选
!

个!有
"

种方法
!

故共有
'&#&"$"'

$个'满足要求的三

位数
!

$

"

'分三步+第一步!排个位!只能从
"

!

'

中选
!

个!有
"

种方法#

第二步!排十位!从剩下的
#

个数字中选
!

个!有
#

种方法#

第三步!排百位!从剩下的
"

个数字中选
!

个!有
"

种方法
!

故共有
"&#&"$!"

$个'满足要求的三位

偶数
!

探究
#

!

两个计数原理的综合应用

(例
$

)某校组织学生参加社会实践活动!

现有高一学生
02

人!高二学生
'"

人!高三学生

#2

人
!

$

!

'若从中选
!

人作为总负责人!共有多

少种不同的选法*

$

"

'若每年级各选
!

名负责人!共有多少

种不同的选法*

$

#

'若从中选
"

人作为中心发言人!要求

这
"

人要来自不同的年级!共有多少种不同的

选法*

(解析)$

!

'从高一学生中选
!

人作为总负

责人有
02

种选法#

从高二学生中选
!

人作为总负责人有
'"

种选法#

从高三学生中选
!

人作为总负责人有
#2

种选法
!

由分类加法计数原理知!共有
02%'"%#2

$!""

$种'选法
!

$

"

'从高一学生中选
!

名负责人有
02

种选

法#

从高二学生中选
!

名负责人有
'"

种选法#

从高三学生中选
!

名负责人有
#2

种选法
!

由分步乘法计数原理知!共有
02&'"&

#2$.#222

$种'选法
!

$

#

'从高一和高二学生中各选
!

人作为中

心发言人!有
02&'"$"!22

$种'选法#

从高二和高三学生中各选
!

人作为中心

发言人!有
'"&#2$!".2

$种'选法#

从高一和高三学生中各选
!

人作为中心

发言人!有
02&#2$!022

$种'选法
!

故共有
"!22%!".2%!022$'/.2

$种'

选法
!

利用两个计数原理解题的策略

用两个计数原理解决具体问题时!首先!要

分清是%分类&还是%分步&!区分%分类&还是%分

步&的关键是看这种方法能否完成这件事情#其

次!要清楚%分类&或%分步&的具体标准!在%分

类&时要遵循%不重不漏&的原则!在%分步&时要

正确设计%分步&的程序!注意步与步之间的连

续性#有些题目中%分类&与%分步&同时进行!即

%先分类后分步&或%先分步后分类&

!

(变式训练
$

)现有
#

名外科医生"

0

名护

士"

"

名麻醉师
!

$

!

'从这些人中选出
!

人外出参加学习!

有多少种不同的选法*

$

"

'从这些人中选出
!

名外科医生"

!

名护

%""



士和
!

名麻醉师组成
!

个医疗小组!有多少种

不同的选法*

(解析)$

!

'分三类+

第一类!选出的是外科医生!有
#

种选法#

第二类!选出的是护士!有
0

种选法#

第三类!选出的是麻醉师!有
"

种选法
!

根据分类加法计数原理!共有
#%0%"$

!2

$种'选法
!

$

"

'分三步+

第一步!选
!

名外科医生!有
#

种选法#

第二步!选
!

名护士!有
0

种选法#

第三步!选
!

名麻醉师!有
"

种选法
!

根据分步乘法计数原理!共有
#&0&"$

#2

$种'选法
!

!!

某一数学问题可用综合法和分析法两种方

法证明!有
0

名同学只会用综合法证明!有
#

名同学只会用分析法证明
!

现从这些同学中

任选
!

名证明这个问题!不同的选法种数为

$

)

'

)*/ +*!0 (*!/ -*#2

(解析)选
)!

共有
0%#$/

$种'不同的选法
!

"!

体育场南侧有
'

个大门!北侧有
#

个大门
!

某

人到该体育场晨练!则他进"出门的方法有

$

-

'

)!!"

种
+!,

种

(!!'

种
-!'1

种

(解析)选
-!

要完成进"出门这件事!需要分

两步+

第一步进体育场!第二步出体育场
!

第一步进门有
'%#$,

$种'方法#

第二步出门也有
'%#$,

$种'方法
!

由分步乘法计数原理知!进"出门有
,&,$

'1

$种'方法
!

#!

用数字
!

!

"

!

#

!

'

!

0

组成的无重复数字的四

位偶数的个数为
!

'/

!

!

(解析)得到无重复数字的四位偶数!首先排

个位数字!在
"

和
'

中取一个!有
"

种取法#

然后排前三位!在剩余的四个数字中选
#

个

数字依次排上!共有
'&#&"$"'

$种'排法
!

由分步乘法计数原理知!符合条件的四位偶

数共有
"&"'$'/

$个'

!

'!

某商店有甲型号电视机
!2

台!乙型号电视

机
/

台!丙型号电视机
!"

台
!

现从这
#

种型

号的电视机中各选
!

台检验!有多少种不同

的选法*

(解析)从这
#

种型号的电视机中各选
!

台检

验可分三步完成+

第一步!从甲型号中选
!

台!有
!2

种不同的

选法#

第二步!从乙型号中选
!

台!有
/

种不同的选

法#

第三步!从丙型号中选
!

台!有
!"

种不同的

选法
!

根据分步乘法计数原理!共有
!2&/&!"$

1.2

$种'不同的选法
!

温馨提示+请自主完成课后作业$一'

&""



第
#

课时
!

计数原理的综合应用$习题课'

探究
!

!

组数问题

(例
!

)用
2

!

!

!

"

!

#

!

'

五个数字!

$

!

'可以组成多少个三位数字的密码*

$

"

'可以组成多少个三位数*

$

#

'可以组成多少个能被
"

整除的无重复

数字的三位数*

(解析)$

!

'三位数字的密码!首位可以是

2

!数字也可以重复!每个位置都有
0

种排法!

共有
0&0&0$!"0

$个'不同的三位数字的

密码
!

$

"

'三位数的首位不能为
2

!但可以有重复数

字!首先考虑首位的排法!除
2

外共有
'

种方法!

第二"三位可以排
2

!共有
'&0&0$!22

$个'不同

的三位数
!

$

#

'能被
"

整除的数即偶数!末位数字可

取
2

!

"

!

'

!因此!可以分两类!一类是末位数字

是
2

!则有
'&#$!"

$种'排法#另一类是末位数

字不是
2

!则末位有
"

种排法!即
"

或
'

!再排首

位!因为
2

不能在首位!所以有
#

种排法!十位

有
#

种排法!因此有
"&#&#$!/

$种'排法
!

因

而有
!"%!/$#2

$种'排法
!

即可以组成
#2

个

能被
"

整除的无重复数字的三位数
!

解决组数问题的方法

$

!

'明确特殊位置或特殊数字!是我们采

用%分类&还是%分步&计数原理的关键
!

一般按

特殊位置$末位或首位'分类!分类中再按特殊

位置$或特殊元素'优先的策略分步完成#如果

直接分类情况较多!可采用间接法求解
!

$

"

'要注意数字%

2

&不能排在多位数的最

高位
!

(变式训练
!

)$

!

'四张卡片上分别标有数

字%

"

&%

2

&%

!

&%

!

&!则这四张卡片可组成不同的

四位数的个数为 $

+

'

)*. +*1

(*!" -*"'

$

"

'若一个三位数的十位数字比个位数字

和百位数字都大!则称这个数为%伞数&

!

现从

!

!

"

!

#

!

'

!

0

!

.

这
.

个数字中任取
#

个数!组成

无重复数字的三位数!其中%伞数&有 $

(

'

)*!"2

个
+*/2

个

(*'2

个
-*"2

个

(解析)$

!

'选
+!

根据
2

的位置进行分类+

第一类!

2

在个位有
"!!2

!

!"!2

!

!!"2

!共
#

个#第二类!

2

在十位有
"!2!

!

!"2!

!

!!2"

!共

#

个#第三类!

2

在百位有
"2!!

!

!2"!

!

!2!"

!

共
#

个!故这四张卡片可组成不同的四位数的

个数为
1!

$

"

'选
(!

当十位数字为
#

时!个位数字和

百位数字只能取
!

!

"

!能组成
"

个%伞数&#当十

位数字为
'

时!个位数字和百位数字能取
!

!

"

!

#

!能组成
#&"$.

$个'%伞数&#当十位数字为
0

时!个位数字和百位数字能取
!

!

"

!

#

!

'

!能组成

'&#$!"

$个'%伞数&#当十位数字为
.

时!个

位数字和百位数字能取
!

!

"

!

#

!

'

!

0

!能组成
0&

'$"2

$个'%伞数&!所以共能组成
"%.%!"%

"2$'2

$个'%伞数&

!

'""



探究
"

!

选$抽'取与分配问题

(例
#

)高三年级的三个班到甲"乙"丙"丁

四个工厂进行社会实践!其中工厂甲必须有班

级去!每班去哪个工厂可自由选择!则不同的

分配方案有 $

(

'

)!!.

种
+!!/

种

(!#,

种
-!'/

种

(解析)方法一$直接法'+

按甲工厂分配的班情况进行分类!共分为

三类+

第一类!三个班都去甲工厂!此时分配方

案只有
!

种#

第二类!有两个班去甲工厂!剩下的一个

班去另外三个工厂!分配方案共有
#&#$

1

$种'#

第三类!有一个班去甲工厂!另外两个班

去其他三个工厂!分配方案共有
#&#&#$

",

$种'

!

综上所述!不同的分配方案有
!%1%",$

#,

$种'

!

方法二$间接法'+

先计算三个班自由选择去哪个工厂的总

数!再扣除甲工厂无人去的情况!有
'&'&'3

#&#&#$#,

$种'方案
!

解决抽取$分配'问题的方法

$

!

'当涉及对象数目不大时!一般选用列

举法"树状图法"框图法或图表法
!

$

"

'当涉及对象数目很大时!一般有两种

方法+

!

直接法+直接使用分类加法计数原理

或分步乘法计数原理
!

"

间接法+先去掉限制

条件!计算所有的抽取方法数!再减去所有不

符合条件的抽取方法数
!

(变式训练
#

)$

!

'某班有
#

名学生准备参

加校运会的
!224

"

"224

"跳高"跳远四项比

赛
!

如果每班每项限报
!

人!则这
#

名学生参赛

的不同方法有 $

)

'

)!"'

种
+!'/

种

(!.'

种
-!/!

种

$

"

'某艺术小组有
1

人!每人至少会钢琴

和小号中的一种乐器!其中
,

人会钢琴!

#

人会

小号!从中选出会钢琴与会小号的各
!

人!有

多少种不同的选法*

(解析)$

!

'选
)!

由于每班每项限报
!

人!

故当前面的学生选了某项之后!后面的学生不

能再报
!

由分步乘法计数原理!共有
'&#&"$

"'

$种'不同的参赛方法
!

$

"

'由题意可知!在艺术小组的
1

人中!有

且仅有
!

人既会钢琴又会小号$把该人记为

甲'!只会钢琴的有
.

人!只会小号的有
"

人
!

把

从中选出会钢琴与会小号各
!

人的方法分为

两类
!

第
!

类!甲入选!另
!

人只需从其他
/

人

中任选
!

人!故这类选法共
/

种#第
"

类!甲不

入选!则会钢琴的只能从
.

个只会钢琴的人中

选出!有
.

种不同的选法!会小号的也只能从

只会小号的
"

人中选出!有
"

种不同的选法!所

以这类选法共有
.&"$!"

$种'

!

因此共有
/%

!"$"2

$种'不同的选法
!

探究
#

!

涂色$种植'问题

(例
$

)某城市在中心广场建造一个花圃!

花圃分为
.

个部分$如图'

!

现要栽种
'

种不同

颜色的花!每部分栽种
!

种!且相邻部分不能

栽种同样颜色的花!则共有多少种不同的栽种

方法*

(解析)分两大类+

第一大类!

.

!

0

!

!

!

"

四部分栽种
'

种不同

(""



颜色的花!共分两步
!

第一步!在
.

!

0

!

!

!

"

四部分栽种不同颜色

的花!共有
'&#&"&!$"'

$种'不同栽法#

第二步!栽种
#

!

'

部分!又有两类
!

第
!

类!

#

与
.

栽种的颜色相同!

'

与
"

栽种的颜色相

同!有
!

种栽法#第
"

类!

#

与
0

栽种的颜色相

同!

'

与
"

或
.

栽种的颜色相同!有
"

种栽法!

共有
!%"$#

$种'栽法
!

由分步乘法计数原理!第一大类共有
"'&

#$,"

$种'不同的栽种方法
!

第二大类!在
.

!

0

!

!

!

"

四部分中!

"

与
0

栽

种的花颜色相同!可分三步
!

第一步!栽种
.

!

0

!

!

部分!可从
'

种颜色的

花中选
#

种进行栽种!有
'&#&"$"'

$种'

栽法#

第二步!栽种第
"

部分!与
0

相同!有
!

种

栽法#

第三步!栽种
#

!

'

部分!又有两类
!

第
!

类!

#

与
.

相同!

'

栽种剩余的第
'

种颜色的花!有

!

种栽法#第
"

类!

#

栽种剩余第
'

种颜色的花!

'

与
.

栽种相同颜色的花!有
!

种栽法!共有
"

种栽法
!

由分步乘法计数原理得!第二大类共有

"'&!&"$'/

$种'不同的栽种方法
!

故共有

,"%'/$!"2

$种'不同的栽种方法
!

解决涂色$种植'问题的一般思路

涂色问题一般是综合利用两个计数原理

求解!有几种常用方法+

$

!

'按区域的不同!以区域为主分步计数!

用分步乘法计数原理分析
!

$

"

'以颜色为主分类讨论!适用于%区域"

点"线段&等问题!用分类加法计数原理分析
!

$

#

'将空间问题平面化!转化成平面区域

的涂色问题
!

对于种植问题!按种植顺序进行分步!用

分步乘法计数原理计数#或按种植品种进行分

类!用分类加法计数原理计数
!

(变式训练
$

)如图所示的几何体是由一个

三棱锥
,-%&.

与三棱柱
%&.-%

!

&

!

.

!

组合

而成的
!

现用
#

种不同颜色对这个几何体的表

面涂色$底面
%

!

&

!

.

!

不涂色'!要求相邻的面

均不同色!则不同的涂色方案共有
!

!"

!

种
!

(解析)先涂三棱锥
,-%&.

的三个侧面!

再涂三棱柱
%&.-%

!

&

!

.

!

的三个侧面!由分

步乘法计数原理知!共有
#&"&!&"$!"

$种'

不同的涂法
!

!!

有
%

!

&

这
"

种类型的车床各
!

台!现有甲"

乙"丙
#

名工人!其中甲"乙都会操作
"

种车

床!丙只会操作
%

种车床
!

现从
#

名工人中

选
"

名分别去操作以上车床!不同的选派方

法有 $

(

'

)*.

种
+*0

种

(*'

种
-*#

种

(解析)选
(!

若选甲"乙二人!可以甲操作
%

种车床!乙操作
&

种车床!或甲操作
&

种车

床!乙操作
%

种车床!共有
"

种选派方法#若

选甲"丙二人!则只有甲操作
&

种车床!丙操

作
%

种车床这一种选派方法#若选乙"丙二

人!则只有乙操作
&

种车床!丙操作
%

种车

床这一种选派方法
!

故共有
"%!%!$'

$种'

不同的选派方法
!

)""



"!

由数字
!

!

"

!

#

组成的无重复数字的整数中!

偶数的个数为 $

-

'

)*!0 +*!"

(*!2 -*0

(解析)选
-!

分三类!第一类组成一位整数!

偶数有
!

个#第二类组成两位整数!其中偶

数有
"

个#第三类组成
#

位整数!其中偶数有

"

个
!

由分类加法计数原理知共有
0

个偶数
!

#!

从黄瓜"白菜"油麦菜"扁豆
'

种蔬菜中选出

#

种!分别种在不同土质的
#

块土地上!其中

黄瓜必须种植!不同的种植方法有多少种*

(解析)方法一$直接法'+若黄瓜种在第一块

土地上!则有
#&"$.

$种'不同的种植方法
!

同理!黄瓜种在第二块"第三块土地上均有

#&"$.

$种'不同的种植方法
!

故不同的种

植方法共有
.&#$!/

$种'

!

方法二$间接法'+从
'

种蔬菜中选出
#

种蔬

菜种在
#

块土地上!有
'&#&"$"'

$种'方

法!其中不种黄瓜有
#&"&!$.

$种'方法!

故不同的种植方法有
"'3.$!/

$种'

!

'!

某文艺小组有
"2

人!其中会唱歌的有
!'

人!

会跳舞的有
!2

人
!

现从中选出会唱歌与会

跳舞的各
!

人参加演出!且既会唱歌又会跳

舞的至多选
!

人!有多少种不同的选法*

(解析)由题意知!既会唱歌又会跳舞的有
!'

%!23"2$'

$人'!只会唱歌的有
!2

人!只

会跳舞的有
.

人
!

第一类!首先从只会唱歌

的
!2

人中选出
!

人!有
!2

种不同的选法!从

只会跳舞的
.

人中选出
!

人!有
.

种不同的

选法!共有
!2&.$.2

$种'不同的选法#第二

类!从既会唱歌又会跳舞的
'

人中选
!

人!再

从只会跳舞的
.

人或只会唱歌的
!2

人中选

!

人!共有
'&.%'&!2$.'

$种'不同的选

法
!

所以共有
.2%.'$!"'

$种'不同的选法
!

温馨提示+请自主完成课后作业$二'

*""



!!#

!

排列与组合

第
"

课时
!

排列与排列数公式

!!

排列

$

!

'一般地!从
#

个不同元素中取出

"

$

"

#

#

'个元素!并按照
!

一定的顺序
!

排成

一列!叫做从
#

个不同元素中取出
"

个元素的

一个排列
!

$

"

'两个排列相同的充要条件是+两个排列

的元素
!

完全相同
!

!且元素的
!

排列顺序
!

也

相同
!

"!

排列数及排列数公式

排
列
数
定
义

从
#

个不同元素中取出
"

$

"

#

#

'个元素的所

有
!

不同排列
!

的个数!叫做从
#

个不同元素

中取出
"

个元素的排列数!用符号
!

)

"

#

!

表示

阶
乘

正整数
!

到
#

的连乘积!叫做
#

的阶乘!用

!

#

,

!

表示
!

于是!

#

个元素的全排列数公式

可以写成
)

#

#

$

!

#

,

!

!

规定
2

,

$

!

!

!

排
列
数
公
式

乘积式+

)

"

#

$#

$

#3!

'$

#3"

'-$

#3"%!

'$

"

!

#

$

+

%

!且
"

#

#

'#

阶乘式+

)

"

#

$

!

#

,

$

#3"

',

!

$

"

!

#

$

+

%

!且
"

#

#

'

全
排
列

把
#

个不同的元素全部取出的一个排列!叫做

#

个元素的一个全排列
!

这时!排列数公式中

"$#

!即有
)

#

#

$

!

#&

$

#3!

'

&

$

#3"

'

&

-

&#&"&!

!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'

(

!

*

!

+

与
*

!

(

!

+

是同一个排列
!

$

&

'

$

"

'在同一个排列中!同一个元素不能重复

出现
!

$

"

'

$

#

'在一个排列中!若交换两个元素的位置!

该排列不发生变化
!

$

&

'

$

'

'从四个不同的元素中任取三个元素!只要

元素相同!得到的就是相同的排列
!

$

&

'

"!

下列问题中!是排列问题的是 $

)

'

)*

由
!

!

"

!

#

!

'

四个数字组成无重复数字的

四位数

+*

从
.2

人中选
!!

人组成足球队

(*

从
!22

人中选
"

人进行抽样调查

-*

从
!

!

"

!

#

!

'

!

0

中选
"

个数组成集合

#!)

"

'

$

!

!"

!

!

)

#

#

$

!

.

!

!

'!

若
)

"

!2

$!2&1&

-

&0

!则
"$

!

.

!

!

探究
!

!

排列概念的理解

(例
!

)判断下列问题是否为排列问题+

$

!

'北京"上海"天津
#

个民航站之间的直

达航线的飞机票的价格$假设往返的票价

相同'#

$

"

'选
"

个小组分别去植树和种菜#

$

#

'选
"

个小组去种菜#

"!"



$

'

'选
!2

个人组成
!

个学习小组#

$

0

'选
#

个人分别担任班长"学习委员"生

活委员#

$

.

'某班
'2

名学生在假期相互通信
!

(解析)$

!

'票价只有
#

种!虽然机票是不

同的!但票价是一样的!不存在顺序问题!所以

不是排列问题
!

$

"

'植树和种菜是不同的!存在顺序问题!

是排列问题
!

$

#

'和$

'

'不存在顺序问题!不是排列问题
!

$

0

'每个人的职务不同!例如甲当班长或

当学习委员是不同的!存在顺序问题!是排列

问题
!

$

.

'

%

给
&

写信与
&

给
%

写信是不同的!

所以存在顺序问题!是排列问题
!

所以上述各题中$

"

'!$

0

'!$

.

'是排列

问题
!

判断一个具体问题是否为排列问题

的方法

(变式训练
!

)$

!

'从
!

!

"

!

#

!

'

这四个数字

中!任选两个数做加"减"乘"除运算!分别计算

它们的结果!其中有几种运算可以看作排列

问题 $

+

'

)!! +!"

(!# -!'

$

"

'判断下列问题是否为排列问题!并说

明理由+

!

从甲"乙"丙"丁四名同学中选出两名参

加一项活动!其中一名同学参加活动
%

!另一

名同学参加活动
&

#

"

从甲"乙"丙"丁四名同学中选出两名参

加一项活动#

#

从所有互质的三位数中选出两个数求

其和#

$

从所有互质的三位数中选出两个数求

其商#

%

高二$

!

'班有四个空位!安排从外校转

来的三个学生坐到这四个空位中的三个上
!

(解析)$

!

'选
+!

因为加法和乘法满足交换

律!所以选出两个数做加法和乘法时!结果与

两个数字位置无关!故不是排列问题
!

而减法"

除法与两个数字的位置有关!故是排列问题
!

$

"

'

!

是排列问题!因为选出的两名同学

参加的是不同的活动!即相当于把选出的同学

按顺序安排到两个不同的活动中
!

"

不是排列问题!因为选出的两名同学参

加的是同一个活动!没有顺序之分
!

#

不是排列问题!因为选出的两个三位数

之和对顺序没有要求
!

$

是排列问题!因为选出的两个三位数之

商会因为分子"分母的顺序颠倒而发生变化!

且这些三位数是互质的!不会产生选出的数不

同而商的结果相同的可能性
!

%

是排列问题!可看作从四个空位中选出

三个座位!分别安排给三个学生
!

探究
"

!

排列的简单应用

(例
#

)

%

!

&

!

.

!

/

四个人坐成一排照相!

有多少种坐法* 将它们列举出来
!

(解析)先安排
%

有
'

种坐法!安排
&

有
#

种坐法!安排
.

有
"

种坐法!安排
/

有
!

种坐

法
!

由分步乘法计数原理!有
'&#&"&!$"'

$种'坐法
!

画出树状图+

!!"



由树状图可知!所有坐法为+

%&./

!

%&/.

!

%.&/

!

%./&

!

%/&.

!

%/.&

!

&%./

!

&%/.

!

&.%/

!

&./%

!

&/%.

!

&/.%

!

.%&/

!

.%/&

!

.&%/

!

.&/%

!

./%&

!

./&%

!

/%.&

!

/%&.

!

/&%.

!

/&.%

!

/.%&

!

/.&%!

画树状图法在解决元素个数不多的

排列问题时!是一种比较有效的方法
!

(变式训练
#

)$

!

'写出从
'

个元素
(

!

*

!

+

!

0

中任取
#

个元素的所有排列
!

$

"

'某药品研究所研制了
0

种消炎药
(

!

!

(

"

!

(

#

!

(

'

!

(

0

!

'

种退热药
*

!

!

*

"

!

*

#

!

*

'

!

现从中

取两种消炎药和一种退热药同时进行疗效试

验!但
(

!

!

(

"

两种药要求同时用或同时不用!

(

#

!

*

'

两种药不能同时使用
!

试写出所有不同

的试验方法
!

(解析)$

!

'由题意画出树状图+

故所有的排列为+

(*+

!

(*0

!

(+*

!

(+0

!

(0*

!

(0+

!

*(+

!

*(0

!

*+(

!

*+0

!

*0(

!

*0+

!

+(*

!

+(0

!

+*(

!

+*0

!

+0(

!

+0*

!

0(*

!

0(+

!

0*(

!

0*+

!

0+(

!

0+*!

$

"

'如图!

由树状图可写出所有不同的试验方法如

下+

(

!

(

"

*

!

!

(

!

(

"

*

"

!

(

!

(

"

*

#

!

(

!

(

"

*

'

!

(

#

(

'

*

!

!

(

#

(

'

*

"

!

(

#

(

'

*

#

!

(

#

(

0

*

!

!

(

#

(

0

*

"

!

(

#

(

0

*

#

!

(

'

(

0

*

!

!

(

'

(

0

*

"

!

(

'

(

0

*

#

!

(

'

(

0

*

'

!共
!'

种
!

探究
#

!

排列数公式的应用

(例
$

)$

!

'计算+

")

0

/

%,)

'

/

)

/

/

3)

0

1

!

$

"

'解方程+

)

'

")%!

$!'2)

#

)

!

$

#

'用排列数表示$

003#

'$

0.3#

'-$

.1

3#

'$

#

$

+

%

!且
#

&

00

'

!

(解析)$

!

'

")

0

/

%,)

'

/

)

/

/

3)

0

1

$

"&/&,&.&0&'%,&/&,&.&0

/&,&.&0&'&#&"&!31&/&,&.&0

$

/&,&.&0&

$

/%,

'

/&,&.&0&

$

"'31

'

$!!

$

"

'根据原方程!

)

应满足
")%!

'

'

!

)

'

#

!

)

$

+

%

!

(

)

*

解

得
)

'

#

!

)

$

+

%

!

根据排列数公式!原方程化为$

")%!

'!

")

$

")3!

'$

")3"

'

$!'2)

$

)3!

'$

)3"

'

!

因为
)

'

#

!两边同时除以
')

$

)3!

'!得

$

")%!

'$

")3!

'

$#0

$

)3"

'!

即
')

"

3#0)%.1$2

!

解得
)$#

或
)$

"#

'

$舍去'

!

所以原方程的解为
)$#!

$

#

'因为
003#

!

0.3#

!"!

.13#

中的最

大数为
.13#

!

且共有
.13#3

$

003#

'

%!$!0

$个'!

所以$

003#

'$

0.3#

'"$

.13#

'

$)

!0

.13#

!

应用排列数公式的三个注意点

$

!

'准确展开+应用排列数公式展开时要

注意展开式的项数要准确
!

$

"

'合理约分+若运算式是分式形式!则要

先约分后计算
!

#!"



$

#

'合理组合+运算时结合数据特点!应用

乘法的交换律"结合律进行数据的组合!可以

提高运算的速度和准确性
!

(变式训练
$

)$

!

'$多选题'下列等式中!正

确的是 $

)+(-

'

)*

$

#%!

'

)

"

#

$)

"%!

#%!

+*

#

,

#

$

#3!

'

$

$

#3"

',

(*)

"

#

$)

!

#

.

)

"3!

#3!

-*

!

#3"

)

"%!

#

$)

"

#

$

"

'解不等式+

)

)

/

&

.)

)3"

/

!

$

#

'求证+

)

"

#%!

3)

"

#

$")

"3!

#

!

(解析)$

!

'选
)+(-!

通过计算可知选项

)

!

+

!

(

!

-

均正确
!

$

"

'原不等式可转化为
/

,

$

/3)

',

&

.&

/

,

$

!23)

',

!

化简得
)

"

3!1)%/'

&

2!

解得
,

&

)

&

!"!

因为
/

'

)

!

)3"

'

!

!

(

)

*

即
#

#

)

#

/

!且
)

$

+

%

!所

以
)$/

!即不等式的解集为/

)

+

)$/

0

!

$

#

'证明+左边
$

$

#%!

',

$

#%!3"

',

3

#

,

$

#3"

',

$

#

,

$

#3"

',

.

$

#%!

#%!3"

3!

'

$

#

,

$

#3"

',

.

"

#%!3"

$"

.

#

,

$

#%!3"

',

$")

"3!

#

!故原等式

成立
!

!!

$多选题'下列问题中!是排列问题的是

$

)-

'

)!

从甲"乙"丙
#

名同学中选出
"

名分别参

加数学和物理学习小组

+!

从甲"乙"丙
#

名同学中选出
"

名参加一

项活动

(!

从
(

!

*

!

+

!

0

这
'

个字母中取出
"

个

-!

从
!

!

"

!

#

!

'

这
'

个数字中取出
"

个组成

一个两位数

(解析)选
)-!)

是排列问题!因为
"

名同学

参加的活动与顺序有关#

+

不是排列问题!因

为
"

名同学参加的这项活动与顺序无关#

(

不是排列问题!因为取出的
"

个字母与顺序

无关#

-

是排列问题!因为取出的
"

个数字还

需要按顺序排成一列
!

"!%

!

&

!

.

共
#

名同学排成%一&字形照相留

念!所有排列的种数为 $

(

'

)*# +*' (*. -*!"

(解析)选
(!

所有的排法有
%&.

!

%.&

!

&%.

!

&.%

!

.%&

!

.&%

!共
.

种
!

#!

由
!

!

"

!

#

!

'

这
'

个数字组成的首位数字是

!

!且恰有
#

个相同数字的四位数有 $

+

'

)*1

个
+*!"

个
(*!0

个
-*!/

个

(解析)选
+!

本题要求首位数字是
!

!且恰有

#

个相同的数字!用树状图表示如下+

由此可知共有
!"

个
!

'!

)

#

'

0

,

$

!

!

0

!

!

(解析)

)

#

'

0

,

$

'&#&"

0&'&#&"&!

$

!

0

!

0!

从
2

!

!

!

"

!

#

这
'

个数字中!每次取出
#

个不

同的数字排成一个三位数!写出其中大于

"22

的所有三位数
!

(解析)大于
"22

的三位数的首位是
"

或
#

!

于是大于
"22

的三位数有
"2!

!

"2#

!

"!2

!

"!#

!

"#2

!

"#!

!

#2!

!

#2"

!

#!2

!

#!"

!

#"2

!

#"!!

温馨提示+请自主完成课后作业$三'

$!"



第
#

课时
!

排列的综合应用$习题课'

探究
!

!

无限制条件的排列问题

(例
!

)有
0

本不同的书!从中选
'

本送给
'

名同学!每人各
!

本!共有多少种不同的送法*

(解析)从
0

本不同的书中选出
'

本分别送

给
'

名同学!对应于从
0

个不同元素中任取
'

个

元素的一个排列!因此不同的送法种数是
)

'

0

$0

&'&#&"$!"2

!所以共有
!"2

种不同的送法
!

$

!

'利用排列与排列数解排列应用

题的基本思想

$

"

'解简单排列应用题的思路

!

认真分析题意!看能否把问题归结为排

列问题#

"

若是排列问题!则进一步分析!这里
#

个不同的元素指的是什么!以及从
#

个不同的

元素中任取
"

$

"

#

#

'个元素的每一种排列对

应的是什么事件#

#

运用排列数公式求解
!

注意+解答相关的应用题时不要忽视
#

为

正整数这一条件
!

(变式训练
!

)$

!

'把
#

张不同场次的电影

票分给
!2

人中的
#

人!分发种数为 $

(

'

)*"!.2 +*"'2

(*,"2 -*!"2

$

"

'从
!22

个两两互质的数中取出两个!

其商的个数为
!

)

"

!22

$或
1122

'

!

!

(解析)$

!

'选
(!

有
)

#

!2

$,"2

$种'不同的

分法
!

$

"

'从
!22

个两两互质的数中取出两个

数!分别作为商的分子和分母!排列数为
)

"

!22

!

探究
"

!

元素%相邻&与%不相邻&问题

(例
#

)

#

名男生"

'

名女生按照不同的要求

排队!求不同的排队方法的种数
!

$

!

'全体站成一排!男生"女生各站在一起#

$

"

'全体站成一排!男生必须站在一起#

$

#

'全体站成一排!男生不能站在一起#

$

'

'全体站成一排!男生"女生各不相邻
!

(解析)$

!

'男生必须站在一起是男生的全

排列!有
)

#

#

种排法#女生必须站在一起是女生

的全排列!有
)

'

'

种排法#全体男生"女生各视

为一个元素!有
)

"

"

种排法
!

由分步乘法计数原

理知!共有
)

#

#

)

'

'

)

"

"

$"//

$种'排队方法
!

$

"

'

#

名男生全排列有
)

#

#

种方法!把所有

男生视为一个元素!与
'

名女生组成
0

个元素

全排列!有
)

0

0

种排法
!

故有
)

#

#

)

0

0

$,"2

$种'排

队方法
!

$

#

'先安排女生!共有
)

'

'

种排法#男生在
'

名女生隔成的五个空中安排!共有
)

#

0

种排法!

故共有
)

'

'

)

#

0

$!''2

$种'排队方法
!

$

'

'排好男生后让女生插空!共有
)

#

#

)

'

'

$

!''

$种'排队方法
!

%相邻&与%不相邻&问题的解决方法

处理元素%相邻&与%不相邻&问题应遵循

%先整体!后局部&的原则
!

元素相邻问题!一般

用%捆绑法&!先把相邻的若干个元素%捆绑&为

%!"



一个大元素与其余元素全排列!然后再松绑!

将这若干个元素内部全排列#元素不相邻问

题!一般用%插空法&!先将不相邻元素以外的

%普通&元素全排列!然后在%普通&元素之间及

两端插入不相邻元素
!

(变式训练
#

)排一张
0

个歌唱节目和
'

个

舞蹈节目的演出节目单
!

$

!

'任何
"

个舞蹈节目不相邻的排法有多

少种*

$

"

'歌唱节目与舞蹈节目间隔排列的方法

有多少种*

(解析)$

!

'先排歌唱节目有
)

0

0

种!歌唱节

目之间以及两端共有
.

个空位!从中选
'

个放

入舞蹈节目!共有
)

'

.

种方法!所以任何
"

个舞

蹈节目不相邻的排法有
)

0

0

)

'

.

$'#"22

$种'

!

$

"

'先排舞蹈节目有
)

'

'

种方法!在舞蹈节

目之间以及两端共有
0

个空位!恰好供
0

个歌

唱节目放入
!

所以歌唱节目与舞蹈节目间隔排

列的排法有
)

'

'

)

0

0

$"//2

$种'

!

探究
#

!

元素%在&与%不在&问题

(例
$

)

.

人按下列要求站成一排!分别有

多少种不同的站法*

$

!

'甲不站两端#

$

"

'甲"乙站在两端#

$

#

'甲不站左端!乙不站右端
!

(解析)$

!

'方法一+要使甲不站在两端!可

先让甲在中间
'

个位置上任选
!

个!有
)

!

'

种

站法#然后其余
0

人在另外
0

个位置上作全排

列有
)

0

0

种站法
!

根据分步乘法计数原理!共有

站法
)

!

'

)

0

0

$'/2

$种'

!

方法二+由于甲不站两端!这两个位置只

能从其余
0

个人中选
"

个人站!有
)

"

0

种站法!

然后其余
'

人有
)

'

'

种站法
!

根据分步乘法计

数原理!共有站法
)

"

0

)

'

'

$'/2

$种'

!

方法三+若对甲没有限制条件共有
)

.

.

种

站法!甲在两端共有
")

0

0

种站法!从总数中减

去这两种情况的排列数!即得所求的站法数!

共有
)

.

.

3")

0

0

$'/2

$种'

!

$

"

'首先考虑特殊元素!甲"乙先站两端!有

)

"

"

种!再让其他
'

人在中间位置作全排列!有

)

'

'

种
!

根据分步乘法计数原理!共有
)

"

"

)

'

'

$

'/

$种'站法
!

$

#

'方法一+甲在左端的站法有
)

0

0

种!乙

在右端的站法有
)

0

0

种!且甲在左端而乙在右

端的站法有
)

'

'

种!共有
)

.

.

3")

0

0

%)

'

'

$

02'

$种'站法
!

方法二+以元素甲分类可分为两类+

!

甲

站右端有
)

0

0

种!

"

甲在中间
'

个位置之一!而

乙不在右端有
)

!

'

)

!

'

)

'

'

种!故共有
)

0

0

%

)

!

'

)

!

'

)

'

'

$02'

$种'站法
!

%在&与%不在&问题的解决方法

(变式训练
$

)用
2

!

!

!

"

!

#

!

'

!

0

这
.

个数字

可以组成多少个符合下列条件的无重复数字

的数*

$

!

'六位数且是奇数#

$

"

'个位上的数字不是
0

的六位数
!

(解析)$

!

'方法一$直接法!从特殊位置入

手'+

第一步+排个位!从
!

!

#

!

0

这
#

个数字中选

!

个!有
)

!

#

种排法#

第二步+排十万位!有
)

!

'

种排法#

第三步+排其他位!有
)

'

'

种排法
!

故可以组成无重复数字的六位数且是奇数

&!"



的共有
)

!

#

)

!

'

)

'

'

$"//

$个'

!

方法二$直接法!从特殊元素入手'+

2

不在两端!有
)

!

'

种排法#

从
!

!

#

!

0

中任选一个排在个位上!有
)

!

#

种排法#

其他数字全排列有
)

'

'

种排法
!

故可以组成无重复数字的六位数且是奇数

的共有
)

!

'

)

!

#

)

'

'

$"//

$个'

!

$

"

'方法一$排除法'+

.

个数字的全排列有
)

.

.

个!

2

在十万位上

的排列有
)

0

0

个!

0

在个位上的排列有
)

0

0

个!

2

在十万位上且
0

在个位上的排列有
)

'

'

个!

故符合题意的六位数共有
)

.

.

3)

0

0

3)

0

0

%

)

'

'

$02'

$个'

!

方法二$直接法'+

个位上不排
0

!有
)

!

0

种排法
!

但十万位上

数字的排法因个位上排
2

与不排
2

而有所不

同!因此!需分两类+

第一类!当个位上排
2

时!有
)

0

0

种排法#

第二类!当个位上不排
2

时!有
)

!

'

)

!

'

)

'

'

种排法
!

故符合题意的六位数共有
)

0

0

%)

!

'

)

!

'

)

'

'

$02'

$个'

!

!!

用
!

!

"

!

#

!-!

1

这
1

个数字!可以组成没有重

复数字的三位偶数的个数为 $

+

'

)*#"' +*""' (*#.2 -*.'/

(解析)选
+!

先排个位!有
)

!

'

种#然后排十

位和百位!有
)

"

/

种!故共有
)

!

'

)

"

/

$""'

$个'

没有重复数字的三位偶数
!

"!%

!

&

!

.

!

/

!

1

共
0

人站成一排!如果
%

!

&

必须相邻且
&

在
%

的右边!那么不同的排法

有 $

-

'

)!.2

种
+!'/

种

(!#.

种
-!"'

种

(解析)选
-!

把
%

!

&

视为一人!且
&

排在
%

的右边!则本题相当于
'

人的全排列!故有

)

'

'

$"'

$种'排法
!

#!

从
"

!

'

中选一个数字!从
!

!

#

!

0

中选两个数

字!组成无重复数字的三位数!其中奇数的

个数为 $

-

'

)!. +!!" (!!/ -!"'

(解析)选
-!

先从
"

!

'

中选一个数字!有
"

种

选法#再从
!

!

#

!

0

中选两个数字并排列!有

)

"

#

种选法#最后将从
"

!

'

中选出的一个数字

放在十位或百位的位置!有
"

种放法
!

综上所述!奇数的个数为
"&)

"

#

&"$"'!

'!0

位母亲带领
0

名儿童站成一排照相!儿童

不相邻的站法有
!

/.'22

!

种
!

(解析)第
!

步!先排
0

位母亲的位置!有
)

0

0

种排法#

第
"

步!把
0

名儿童插入
0

位母亲所形成的

.

个空位中!如下所示+

!!

母亲
!!

母亲
!!

母亲
!!

母亲
!!

母亲

!!

!共有
)

0

.

种排法
!

由分步乘法计数原理可知!共有
)

0

0

)

0

.

$

/.'22

$种'站法
!

0!

某班要从
/

名同学中选出
'

名参加校运动会

的
'&!224

接力比赛!其中甲"乙
"

名同学

必须入选!而且甲"乙同学必须跑第一棒或最

后一棒!则不同的安排方法共有
!

.2

!

种
!

(解析)甲"乙的安排方法有
)

"

"

种!其他两棒

的安排方法有
)

"

.

种
!

根据分步乘法计数原

理知!安排方法有
)

"

"

)

"

.

$.2

$种'

!

温馨提示+请自主完成课后作业$四'

'!"



第
$

课时
!

组合与组合数公式

!!

组合的定义

一般地!从
#

个不同元素中取出
"

$

"

#

#

'

个元素
!

作为一组
!

!叫做从
#

个不同元素中

取出
"

个元素的一个组合
!

"!

组合数的定义"公式"性质

组合数

定义

从
#

个不同元素中取出
"

$

"

#

#

'个元素的

所有不同组合 的个数!叫做从
#

个不同元素

中取出
"

个元素的组合数!用符号
(

"

#

表示

组合数

公式

乘积式+

(

"

#

$

!

)

"

#

)

"

"

!

$

!

#

$

#3!

'$

#3"

'-$

#3"%!

'

"

,

!

#

阶乘式+

(

"

#

$

!

#

,

"

, $

#3"

',

!

性质
(

"

#

$(

#3"

#

!

(

"

#%!

$(

"

#

%(

"3!

#

备注
!

#

!

"

$

+

%且
"

#

#

#

"

规定
(

2

#

$!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'从
(

!

!

(

"

!

(

#

三个不同元素中任取两个

元素组成一个组合!所有组合的个数为
(

"

#

!

$

"

'

$

"

'从
!

!

#

!

0

!

,

中任取两个数相乘可得
(

"

'

个积
!

$

"

'

$

#

'

(

#

0

$0&'&#$.2!

$

&

'

$

'

'

(

"2!.

"2!,

$(

!

"2!,

$"2!,!

$

"

'

"!

若
(

"

#

$!2

!则
#$

$

+

'

)!!2 +!0

(!# -!'

#!

从
1

名学生中选出
#

名参加%希望英语&口语

比赛!不同选法有 $

(

'

)!02'

种
+!,"1

种

(!/'

种
-!",

种

'!

计算+

(

#

,

%(

'

,

%(

0

/

%(

.

1

$

!

"!2

!

!

探究
!

!

组合概念的理解

(例
!

)判断下列问题是排列问题还是组合

问题+

$

!

'从
!

!

"

!

#

!-!

1

这
1

个数字中任取
#

个!

组成一个三位数!这样的三位数共有多少个*

$

"

'从
!

!

"

!

#

!-!

1

这
1

个数字中任取
#

个!然后把这
#

个数字相加得到一个和!这样

的和共有多少个*

$

#

'从
(

!

*

!

+

!

0

这
'

名学生中任选
"

名去

完成同一份工作!有多少种不同的选法*

(解析)$

!

'当取出
#

个数字后!如果改变
#

个数字的顺序!会得到不同的三位数!此问题

不但与取出元素有关!而且与元素的排列顺序

有关!是排列问题
!

$

"

'取出
#

个数字之后!无论怎样改变这
#

个数字的顺序!其和均不变!此问题只与取出

元素有关!而与元素的排列顺序无关!是组合

问题
!

(!"



$

#

'

"

名学生完成的是同一份工作!与顺序

无关!是组合问题
!

判断一个具体问题是否为组合问题

的方法

区分某一问题是排列问题还是组合问题!

关键是看取出元素后是按顺序排列还是无序

地组合在一起
!

区分有无顺序的方法是把问题

的一个选择结果写出来!然后交换这个结果中

任意两个元素的位置!看是否会发生变化
!

若

有变化!则说明有顺序!是排列问题#若无变

化!则说明无顺序!是组合问题
!

(变式训练
!

)判断下列问题是组合问题还

是排列问题+

$

!

'把
0

本不同的书分给
0

个学生!每

人一本#

$

"

'从
,

本不同的书中取出
0

本给某个

同学#

$

#

'有
!2

个人!每
"

人互写一封信!共写了

几封信*

$

'

'有
!2

个人!每
"

人互通一次电话!共通

了几次电话*

(解析)$

!

'由于书不同!每人每次拿到的

也不同!有顺序之分!故它是排列问题
!

$

"

'从
,

本不同的书中!取出
0

本给某个同

学!在每种取法中取出的
0

本并不考虑书的顺

序!故它是组合问题
!

$

#

'因为两人互写一封信跟写信人与收信

人的顺序有关!故它是排列问题
!

$

'

'因为两人互通电话一次没有顺序之

分!故它是组合问题
!

探究
"

!

组合数公式的应用

(例
#

)$

!

'计算+

(

'

!2

3(

#

,

.

)

#

#

!

$

"

'解方程+

#(

)3,

)3#

$0)

"

)3'

!

$

#

'解不等式+

"(

)3"

)%!

&

#(

)3!

)%!

!

(解析)$

!

'原式
$(

'

!2

3)

#

,

$

!2&1&/&,

'&#&"&!

3,&.&0$"!23"!2$2!

$

"

'由排列数和组合数公式!原方程可化

为
#

!$

)3#

',

$

)3,

',

'

,

$

0

!$

)3'

',

$

)3.

',

!

则
#

$

)3#

'

'

,

$

0

)3.

!

即$

)3#

'$

)3.

'

$'2!

所以
)

"

31)3""$2

!

解得
)$!!

或
)$3"!

因为
)3,

,

2

!所以
)

,

,!

所以方程的根为
)$!!!

$

#

'因为
"(

)3"

)%!

&

#(

)3!

)%!

!

所以
"(

#

)%!

&

#(

"

)%!

!

所以
"&

$

)%!

'

)

$

)3!

'

#&"&!

&

#&

$

)%!

'

)

"&!

!

所以
)3!

#

&

#

"

!

所以
)

&

!!

"

!

因为
)3"

'

2

!所以
)

'

"

!

)

$

+

%

!

所以
)$"

!

#

!

'

!

0!

所以不等式的解集为/

)

+

)$"

!

#

!

'

!

0

0

!

组合数公式的选取技巧

$

!

'一般计算选用乘积式!证明往往选用

阶乘式
!

$

"

'涉及字母的可以用阶乘式
(

"

#

$

#

,

"

,$

#3"

',

计算
!

$

#

'计算时应注意利用组合数的性质
(

"

#

$

(

#3"

#

简化运算
!

(变式训练
#

)$

!

'计算+

(

0

/

%(

1/

!22

(

,

,

!

$

"

'解方程+

(

##%.

!/

$(

'#3"

!/

!

(解析)$

!

'

(

0

/

%(

1/

!22

(

,

,

$(

#

/

%(

"

!22

&!$

/&,&.

#&"&!

%

!22&11

"&!

$0.%'102$022.!

$

"

'由原方程及组合数性质可知!

)!"



##%.$'#3"

或
##%.$!/3

$

'#3"

'

!

所以
#$/

或
#$"!

而当
#$/

时!

##%.$#2

,

!/

!不符合组

合数定义!故舍去
!

因此
#$"!

探究
#

!

简单的组合问题

(例
$

)现有
!2

名教师!其中男教师
.

名!

女教师
'

名
!

$

!

'现从中选
"

名教师去参加会议!有多

少种不同的选法*

$

"

'现从中选
"

名男教师或
"

名女教师去

参加会议!有多少种不同的选法*

$

#

'现从中选男"女教师各
"

名去参加会

议!有多少种不同的选法*

(解析)$

!

'从
!2

名教师中选
"

名去参加会

议的选法种数!就是从
!2

个不同的元素中取出
"

个元素的组合数!即
(

"

!2

$

!2&1

"&!

$'0

$种'

!

$

"

'可把问题分成两类情况+

第
!

类!选出的
"

名是男教师有
(

"

.

种

方法#

第
"

类!选出的
"

名是女教师有
(

"

'

种

方法
!

根据分类加法计数原理!共有
(

"

.

%(

"

'

$!0

%.$"!

$种'不同的选法
!

$

#

'从
.

名男教师中选
"

名的选法有
(

"

.

种!从
'

名女教师中选
"

名的选法有
(

"

'

种
!

根

据分步乘法计数原理!共有
(

"

.

(

"

'

$12

$种'不同

的选法
!

解简单的组合应用题的策略

$

!

'解简单的组合应用题时!首先要判断它

是不是组合问题!组合问题与排列问题的根本

区别在于+排列问题与取出元素之间的顺序有

关!而组合问题与取出元素之间的顺序无关
!

$

"

'要注意两个计数原理的运用!即分类

与分步的灵活运用
!

注意+在分类和分步时!一定要注意有无

重复或遗漏
!

(变式训练
$

)由
!#

个人组成的课外活动

小组中!

0

个人只会跳舞!

0

个人只会唱歌!

#

个

人既会唱歌也会跳舞
!

若从中选出
'

个会跳舞

和
'

个会唱歌的人去表演节目!共有多少种不

同的选法*

(解析)根据题意!分
'

种情况讨论+

!

从%只会跳舞&的
0

人中选出
'

人去跳

舞!有
(

'

0

(

'

/

$#02

$种'选法#

"

从%只会跳舞&的
0

人中选出
#

人去跳

舞!有
(

#

0

(

!

#

(

'

,

$!202

$种'选法#

#

从%只会跳舞&的
0

人中选出
"

人去跳

舞!有
(

"

0

(

"

#

(

'

.

$'02

$种'选法#

$

从%只会跳舞&的
0

人中选出
!

人去跳

舞!有
(

!

0

(

#

#

(

'

0

$"0

$种'选法
!

故一共有
#02%!202%'02%"0$!/,0

$种'选法
!

!!

$多选题'下列问题属于组合问题的是

$

)+

'

)!

由
!

!

"

!

#

!

'

构成双元素集合

+!0

支球队进行单循环足球比赛的分组情况

(!

由
!

!

"

!

#

构成两位数的方法

-!

由
!

!

"

!

#

组成无重复数字的两位数的

方法

(解析)选
)+!

由集合元素的无序性可知
)

属于组合问题#因为每两个球队比赛一次!

并不需要考虑谁先谁后!没有顺序的区别!

故
+

是组合问题#

(

!

-

中两位数顺序不同数

字不同!为排列问题
!

*!"



"!

若
(

#

!"

$(

"#3#

!"

!则
#$

$

(

'

)!# +!0

(!#

或
0 -!!0

(解析)选
(!

由组合数的性质得
#$"#3#

或
#%"#3#$!"

!解得
#$#

或
#$0

!故

选
(!

#!

若集合
%$

/

(

!

!

(

"

!

(

#

!

(

'

!

(

0

0!则集合
%

中

含有
'

个元素的子集共有
!

0

!

个
!

(解析)共有
(

'

0

$0

$个'

!

'!!2

个人分成甲"乙两组!甲组
'

人!乙组
.

人!则不同的分组种数为
!

"!2

!

!

$用数字

作答'

(解析)从
!2

人中任选出
'

人作为甲组!则剩

下的人即为乙组!这是组合问题!共有
(

'

!2

$

"!2

$种'分法
!

0!

平面上有
1

个点!其中
'

个点在同一条直线

上$

'

个点之间的距离各不相等'!此外任何

三点不共线
!

$

!

'过每两点连线!可作几条直线*

$

"

'以每三点为顶点作三角形!可作几个三

角形*

(解析)$

!

'从
1

个点任取
"

个点!除去共线的

情况!再把多减的一条直线加回来!有
(

"

1

3

(

"

'

%!$#!

$条'

!

$

"

'从
1

个点任取
#

个点!除去其中共线的情

况!共有
(

#

1

3(

#

'

$/2

$个'

!

温馨提示+请自主完成课后作业$五'

"#"



第
%

课时
!

组合的综合应用$习题课'

探究
!

!

有限制条件的组合问题

(例
!

)某医院从
!2

名医疗专家中抽调
.

名组成医疗小组到社区义诊!其中这
!2

名医

疗专家中有
'

名是外科专家
!

问+

$

!

'抽调的
.

名医疗专家中恰有
"

名是外

科专家的抽调方法有多少种*

$

"

'至少有
"

名外科专家的抽调方法有多

少种*

$

#

'至多有
"

名外科专家的抽调方法有多

少种*

(解析)$

!

'首先从
'

名外科专家中任选
"

名!有
(

"

'

种选法!

再从除外科专家外的
.

人中选取
'

人!有

(

'

.

种选法!所以共有
(

"

'

(

'

.

$12

$种'抽调方法
!

$

"

'按选取外科专家的人数分类+

!

选
"

名外科专家!共有
(

"

'

(

'

.

种选法#

"

选
#

名外科专家!共有
(

#

'

(

#

.

种选法#

#

选
'

名外科专家!共有
(

'

'

(

"

.

种选法!

所以共有
(

"

'

(

'

.

%(

#

'

(

#

.

%(

'

'

(

"

.

$!/0

$种'

抽调方法
!

$

#

'至多有
"

名外科专家的抽调方法有
(

.

.

%

(

!

'

(

0

.

%(

"

'

(

'

.

$!!0

$种'

!

有限制条件的组合问题的解题策略

$

!

'%含&与%不含&问题!其解法常用直接

分步法!即%含&的先取出!%不含&的可把所指

元素去掉再取!分步计数
!

$

"

'%至多&与%至少&问题!其解法常有两

种+一是直接分类法!要注意分类要不重不漏#

二是间接法!要注意找准对立面!确保不重

不漏
!

(变式训练
!

)$

!

'从
!

!

"

!

#

!-!

1

这
1

个整

数中取
'

个不同的数!使其和为奇数!则不同

的取法共有 $

)

'

)*.2

种
!

+*.#

种

(*.0

种
-*..

种

$

"

'课外活动小组共
!#

人!其中男生
/

人"

女生
0

人!并且男"女生中各有一名是队长
!

现

从中选
0

人主持某项活动!按下列条件各有多

少种选法*

!

至少有
!

名队长当选#

"

至多有
"

名女生当选#

#

既有队长又有女生当选#

$

至多有
!

名队长当选
!

(解析)$

!

'选
)!

若
'

个数之和为奇数!则

有
!

个奇数
#

个偶数或者
#

个奇数
!

个偶数
!

若是
!

个奇数
#

个偶数!则有
(

!

0

(

#

'

$"2

$种'#

若是
#

个奇数
!

个偶数!则有
(

#

0

(

!

'

$'2

$种'

!

共有
"2%'2$.2

$种'不同的取法
!

$

"

'

!

至少有
!

名队长含有两种情况+有
!

名队长和
"

名队长!故共有
(

!

"

(

'

!!

%(

"

"

(

#

!!

$

/"0

$种'

!

或采用排除法有
(

0

!#

3(

0

!!

$/"0

$种'

!

"

至多有
"

名女生含有三种情况+有
"

名

女生"只有
!

名女生"没有女生!故共有
(

"

0

(

#

/

%

(

!

0

(

'

/

%(

0

/

$1..

$种'

!

#

分两种情况+

第一类+女队长当选!有
(

'

!"

种#

第二类+女队长不当选!

有
(

!

'

(

#

,

%(

"

'

(

"

,

%(

#

'

(

!

,

%(

'

'

种
*

故共有
(

'

!"

%(

!

'

(

#

,

%(

"

'

(

"

,

%(

#

'

(

!

,

%(

'

'

$

!#"



,12

$种'

!

$

分两种情况+

第一类+没有队长当选!从除去两名队长

之外的
!!

名学生中选取
0

人有
(

0

!!

$'."

$种'

选法#

第二类+

!

名队长当选!分女队长当选或男

队长当选!不同的选法有
(

'

!!

%(

'

!!

$..2

$种'

!

所以至多
!

名队长当选的方法有
'."%

..2$!!""

$种'

!

探究
"

!

组合中的分组"分配问题

(例
#

)按以下要求分配
.

本不同的书!各

有几种方法*

$

!

'平均分配给甲"乙"丙
#

人!每人
"

本#

$

"

'分成
#

份!一份
!

本!一份
"

本!一份

#

本#

$

#

'甲"乙"丙
#

人中!一人得
!

本!一人得

"

本!一人得
#

本
!

(解析)$

!

'

#

个人一个一个地来取书!甲从

.

本不同的书中任取
"

本的方法有
(

"

.

种!甲不

论用哪种方法!取得
"

本书后!乙再从余下的
'

本书中任取
"

本有
(

"

'

种方法!而甲"乙不论用

哪一种方法各取
"

本书后!丙从余下的
"

本书

中取
"

本!有
(

"

"

种方法!所以一共有
(

"

.

(

"

'

(

"

"

$

12

$种'方法
!

$

"

'先在
.

本书中任取
!

本!作为一份!有

(

!

.

种取法#再从余下的
0

本书中任取
"

本!作

为一份!有
(

"

0

种取法#最后余下
#

本书作为一

份!有
(

#

#

种取法!共有
(

!

.

(

"

0

(

#

#

$.2

$种'方法
!

$

#

'分成
#

份共有
(

!

.

(

"

0

(

#

#

种!但每一种分

组方法又有
)

#

#

种不同的分配方案!故一人得
!

本!一人得
"

本!一人得
#

本的分法有

(

!

.

(

"

0

(

#

#

)

#

#

$#.2

$种'

!

分组"分配问题的规律方法

$

!

'分组问题属于%组合&问题!常见的分

组问题有三种+

!

完全均匀分组!每组的元素个数相等#

"

部分均匀分组!应注意不要重复!若有
#

组均分!最后必须除以
#

,#

#

完全非均匀分组!这种分组不考虑重复

的情况
!

$

"

'分配问题属于%排列&问题
!

分配问题可以按要求逐个分配!也可以分

组后再分配
!

(变式训练
#

)将
'

个编号为
!

!

"

!

#

!

'

的小

球放入
'

个编号为
!

!

"

!

#

!

'

的盒子中
!

$

!

'有多少种放法*

$

"

'每盒至多
!

个球!有多少种放法*

$

#

'恰好有
!

个空盒!有多少种放法*

$

'

'把
'

个不同的小球换成
'

个相同的小

球!恰有一个空盒!有多少种放法*

(解析)$

!

'每个小球都可能放入
'

个盒子

中的任何一个!将小球一个一个地放入盒子!

共有
'&'&'&'$'

'

$"0.

$种'放法
!

$

"

'这是全排列问题!共有
)

'

'

$"'

$种'

放法
!

$

#

'先取
'

个球中的两个%捆&在一起!有

(

"

'

种选法!把它与其他两个球共
#

个元素分别

放入
'

个盒子中的
#

个!有
)

#

'

种投放方法!所

以共有
(

"

'

)

#

'

$!''

$种'放法
!

$

'

'先从
'

个盒子中选出
#

个盒子!再从
#

个盒子中选出
!

个放入
"

个球!余下
"

个盒子

各放
!

个球
!

由于球是相同的即没有顺序!所

以属于组合问题!故共有
(

#

'

(

!

#

$!"

$种'放法
!

探究
#

!

与几何图形有关的组合问题

(例
$

)如图!在以
%&

为直径的半圆周上!

有异于
%

!

&

的
.

个点
.

!

!

.

"

!-!

.

.

!线段
%&

上有异于
%

!

&

的
'

个点
/

!

!

/

"

!

/

#

!

/

'

!

##"



$

!

'以这
!2

个点中的
#

个为顶点可作多少

个三角形* 其中含
.

!

点的有多少个*

$

"

'以图中
!"

个点$包括
%

!

&

'中的
'

个

为顶点!可作出多少个四边形*

(解析)$

!

'方法一+可作出三角形
(

#

.

%

(

!

.

(

"

'

%(

"

.

(

!

'

$!!.

$个'

!

方法二+可作三角形
(

#

!2

3(

#

'

$!!.

$个'

!

其中含
.

!

点的三角形有
(

"

1

$#.

$个'

!

$

"

'可作出四边形
(

'

.

%(

#

.

(

!

.

%(

"

.

(

"

.

$

#.2

$个'

!

解答几何图形组合问题的策略

$

!

'解答几何图形组合问题的思考方法与

一般的组合问题基本一样!只要把图形的限制

条件视为组合问题的限制条件即可
!

$

"

'计算时可用直接法!也可用间接法!要

注意在限制条件较多的情况下!需要分类计算

符合题意的组合数
!

(变式训练
$

)$

!

'四面体的一个顶点为
%

!

从其他顶点和各棱中点中取
#

个点!使它们和

点
%

在同一平面上!有多少种不同的取法*

$

"

'四面体的顶点和各棱中点共
!2

个点!

从中取
'

个不共面的点!有多少种不同的

取法*

(解析)$

!

'$直接法'如图!含顶点
%

的四面

体的
#

个面上!除点
%

外都有
0

个点!从中取出
#

个点必与点
%

共面共有
#(

#

0

种取法#含顶点
%

的

三条棱上各有
#

个点!它们与所对的棱的中点共

面!共有
#

种取法
!

根据分类加法计数原理!与顶

点
%

共面的
#

个点的取法有
#(

#

0

%#$##

$种'

!

$

"

'$间接法'如图!从
!2

个点中取
'

个的

方法有
(

'

!2

种!减去
'

点共面的取法种数可以

得到结果
*

从四面体同一个面上的
.

个点中取

出的
'

点必定共面!共有
'(

'

.

$.2

$种'#四面体

的每一条棱上的
#

个点与相对棱的中点共面!

共有
.

种共面情况#从
.

条棱的中点中取
'

个时

有
#

种共面情形$对棱中点连线两两相交且互

相平分'!故
'

点不共面的取法有
(

'

!2

3

$

.2%

.%#

'

$!'!

$种'

!

探究
$

!

排列与组合的综合问题

(例
%

)已知
!2

件不同的产品中有
'

件是

次品!现对它们进行一一测试!直至找出所有

次品为止
!

$

!

'若恰在第
0

次测试才找到第一件次

品!第
!2

次测试才找到最后一件次品!则这样

的不同测试方法数是多少*

$

"

'若恰在第
0

次测试后!就找出了所有

次品!则这样的不同测试方法数是多少*

(解析)$

!

'先排前
'

次测试!只能取正品!

有
)

'

.

种不同的测试方法#再从
'

件次品中选
"

件排在第
0

和第
!2

的位置上测试!有
(

"

'

)

"

"

$

)

"

'

$种'测法#再排余下
'

件的测试位置!有
)

'

'

种测法
!

所以共有不同测试方法
)

'

.

)

"

'

)

'

'

$

!2#./2

$种'

!

$

"

'第
0

次测试恰为最后一件次品!另
#

件

在前
'

次中出现!从而前
'

次中有
!

件正品出

现!所以共有不同测试方法
(

!

'

$

(

!

.

(

#

#

'

)

'

'

$

0,.

$种'

!

解决排列"组合综合问题的两种

思路

$

!

'按事情发生的过程进行分步
!

$

"

'按元素的性质进行分类
!

分类时通常

从三个方面考虑+

!

以元素为主考虑!即先满足特殊元素的

要求!再考虑其他元素#

"

以位置为主考虑!即先满足特殊位置的

要求!再考虑其他位置#

$#"



#

先不考虑附加条件!计算出排列或组合

数!再减去不合要求的排列或组合数
!

(变式训练
%

)有
0

个男生和
#

个女生!从

中选出
0

人担任
0

门不同学科的科代表!求分

别符合下列条件的选法数+

$

!

'有女生但人数必须少于男生#

$

"

'某女生一定担任语文科代表#

$

#

'某男生必须包括在内!但不担任数学

科代表#

$

'

'某女生一定要担任语文科代表!某男

生必须担任科代表!但不担任数学科代表
!

(解析)$

!

'先选后排!先选可以是
"

女
#

男!也可以是
!

女
'

男!先选有
(

#

0

(

"

#

%(

'

0

(

!

#

种!后排有
)

0

0

种!共$

(

#

0

(

"

#

%(

'

0

(

!

#

'

)

0

0

$0'22

$种'选法
!

$

"

'除去该女生后!先选后排有
(

'

,

)

'

'

$

/'2

$种'选法
!

$

#

'先选后排!但先安排该男生有
(

'

,

)

!

'

)

'

'

$##.2

$种'选法
!

$

'

'先从除去该男生和该女生的
.

人中选

#

人有
(

#

.

种!再安排该男生有
)

!

#

种!其余
#

人

全排有
)

#

#

种!共
(

#

.

)

!

#

)

#

#

$#.2

$种'选法
!

!!

某乒乓球队有
1

名队员!其中
"

名是种子选

手
!

现在挑选
0

名队员参加比赛!种子选手

必须都在内!则不同的选法共有 $

(

'

)!".

种
!!!!!

+!/'

种

(!#0

种
-!"!

种

(解析)选
(*

从
,

名队员中选出
#

人有
(

#

,

$

,&.&0

#&"&!

$#0

$种'选法
!

"!"22

件产品中有
#

件次品!任意抽取
0

件!其

中至少有
"

件次品的抽法种数有 $

+

'

)!(

#"

!1,

(

"

#

+!(

#

#

(

"

!1,

%(

"

#

(

#

!1,

(!(

0

"22

3(

0

!1,

-!(

0

"22

3(

!

#

(

'

!1,

(解析)选
+!

至少
"

件次品包含两类+$

!

'

"

件次品!

#

件正品!共
(

"

#

(

#

!1,

种#$

"

'

#

件次

品!

"

件正品!共
(

#

#

(

"

!1,

种
!

由分类加法计数

原理得有$

(

"

#

(

#

!1,

%(

#

#

(

"

!1,

'种抽法
!

#!

从
.

名同学中选出
'

名参加一个座谈会!要

求张"王
"

名同学中至多有
!

个人参加!则不

同选法的种数为
!

1

!

!

(解析)方法一$直接法'分两类+

第
!

类!张"王
"

名同学都不参加!有
(

'

'

$!

$种'选法#

第
"

类!张"王
"

名同学中只有
!

人参加!有

(

!

"

(

#

'

$/

$种'选法
!

故共有
!%/$1

$种'选法
!

方法二$间接法'+共有
(

'

.

3(

"

'

$1

$种'不同

选法
!

'!

从
!

到
1

的
1

个自然数中取
#

个偶数和
'

个

奇数
!

问+

$

!

'能组成多少个没有重复数字的七位数*

$

"

'上述七位数中
#

个偶数排在一起的有

几个*

(解析)$

!

'分步完成+

第一步!在
'

个偶数中取
#

个!有
(

#

'

种取法#

第二步!在
0

个奇数中取
'

个!有
(

'

0

种取法#

第三步!

#

个偶数和
'

个奇数进行排列!有

)

,

,

种排法
!

所以符合题意的七位数有

(

#

'

(

'

0

)

,

,

$!22/22

$个'

!

$

"

'上述七位数中!

#

个偶数排在一起的有

(

#

'

(

'

0

)

0

0

)

#

#

$!''22

$个'

!

温馨提示+请自主完成课后作业$六"七'

%#"



!!$

!

二项式定理

第
"

课时
!

二项式定理

二项式定理

二项式定理
$

(%*

'

#

$

!

(

2

#

(

#

%(

!

#

(

#3!

*

!

%

"

%

(

2

#

(

#32

*

2

%

"

%(

#

#

*

#

!

$

#

$

+

%

'

二项展开式 右边的多项式

二项式系数
!

(

2

#

$

2$2

!

!

!

"

!"!

#

'

!

二项展开

式的通项
3

2%!

$

!

(

2

#

(

#32

*

2

!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'$

(%*

'

#的展开式中共有
#

项
!

$

&

'

$

"

'在公式中!交换
(

!

*

的顺序对各项没有

影响
!

$

&

'

$

#

'

(

2

#

(

#32

*

2 是$

(%*

'

# 的展开式中的第
2

项
!

$

&

'

$

'

'$

(3*

'

# 与$

(%*

'

# 的展开式的二项式

系数相同
!

$

"

'

"!

)3

!

)

$ '

!.

的二项展开式中!第
'

项是 $

(

'

)*3(

0

!.

)

.

+*(

#

!.

)

!2

(*3(

#

!.

)

!2

-*(

'

!.

)

/

#!

在
)3

!

)

$ '

0

的展开式中!含
)

#的项的二项

式系数是 $

-

'

)!3!2 +!!2 (!30 -!0

'!)

"

3

"

)

#

$ '

0

的展开式的常数项是 $

(

'

)!/2 +!3/2 (!'2 -!3'2

0!

$

!%")

'

0 的展开式的第
#

项的系数是

!

'2

!

!第
#

项的二项式系数是
!

!2

!

!

探究
!

!

二项式定理的正用与逆用

(例
!

)$

!

'用二项式定理展开
!%

!

)

$ '

'

!

$

"

'化简+$

)3!

'

0

%0

$

)3!

'

'

%!2

$

)3

!

'

#

%!2

$

)3!

'

"

%0

$

)3!

'

!

(解析)$

!

'方法一+

!%

!

)

$ '

'

$!%(

!

'

!

)

$ '

!

%(

"

'

!

)

$ '

"

%(

#

'

!

)

$ '

#

%

!

)

$ '

'

$!%

'

)

%

.

)

"

%

'

)

#

%

!

)

'

!

方法二+

!%

!

)

$ '

'

$

!

)

$ '

'

$

)%!

'

'

$

!

)

$ '

'

!

$

)

'

%(

!

'

)

#

%(

"

'

)

"

%(

#

'

)%!

'

$!%

'

)

%

.

)

"

%

'

)

#

%

!

)

'

!

&#"



$

"

'原式
$(

2

0

$

)3!

'

0

%(

!

0

$

)3!

'

'

%

(

"

0

$

)3!

'

#

%(

#

0

$

)3!

'

"

%(

'

0

$

)3!

'

%(

0

0

$

)3

!

'

2

3!$

1$

)3!

'

%!

2

0

3!$)

0

3!!

运用二项式定理的解题策略

$

!

'正用+求形式简单的二项展开式时可

直接由二项式定理展开!展开时注意二项展开

式的特点+前一个字母是降幂!后一个字母是

升幂
!

形如$

(3*

'

# 的展开式中会出现正负交

替的情况
!

对较复杂的式子!需先化简再用二

项式定理展开
!

$

"

'逆用+逆用二项式定理可将多项式化

简!对于这类问题的求解!要熟悉公式的特点"

项数"各项幂指数的规律以及各项的系数
!

注意+逆用二项式定理时如果各项的系数

是正负相间的!则结果是$

(3*

'

#的形式
!

(变式训练
!

)化简+$

)%!

'

'

3'

$

)%!

'

#

%

.

$

)%!

'

"

3'

$

)%!

'

%!$

$

)

'

)!)

'

+!

$

)3!

'

'

(!

$

)%!

'

'

-!)

'

3!

(解析)选
)!

$

)%!

'

'

3'

$

)%!

'

#

%

.

$

)%!

'

"

3'

$

)%!

'

%!$(

2

'

$

)%!

'

'

%(

!

'

!

$

)%!

'

#

$

3!

'

!

%(

"

'

$

)%!

'

"

$

3!

'

"

%(

#

'

$

)%

!

'$

3!

'

#

%(

'

'

$

)%!

'

2

$

3!

'

'

$

1$

)%!

'

3!

2

'

$)

'

!

探究
"

!

求二项展开式中的特定项及其系数

(例
#

)已知 槡)3

"

)

$ '

#

的展开式中第
#

项

的系数比第
"

项的系数大
!."!

$

!

'求
#

的值#

$

"

'求展开式中含
)

#的项
!

(解析)$

!

'因为
3

#

$(

"

#

$槡)'

#3"

$

3

"

)

'

"

$'(

"

#

)

#3.

"

!

3

"

$(

!

#

$槡)'

#3!

$

3

"

)

'

$3"(

!

#

)

#3#

"

!

依题意得
'(

"

#

%"(

!

#

$!."!

所以
#

"

$/!!

因为
#

$

+

%

!所以
#$1!

$

"

'设第
4%!

项含
)

#

!则
3

4%!

$(

4

1

!

$槡)'

134

3

"

)

$ '

4

$

$

3"

'

4

(

4

1

)

13#4

"

!

所以
13#4

"

$#

!解得
4$!

!所以第二项为

含
)

#的项!

3

"

$3"(

!

1

)

#

$3!/)

#

!

$

!

'求二项展开式中特定项的步骤

$

"

'正确区分二项式系数与项的系数

二项式系数与项的系数是两个不同的概

念!前者仅与二项式的指数及项数有关!与二

项式无关#后者与二项式"二项式的指数及项

数均有关
!

(变式训练
#

)$

!

'

"槡)3

!

)

$ '

.

的展开式中

第
.

项的二项式系数和第
.

项的系数分别是

!

.

!

!

!

3!"

!

!

$

"

'

)3

!

)

$ '

1

的展开式中
)

# 的系数是

!

3/'

!

!

$

#

'

")3

!

")

$ '

.

的展开式中常数项是

!

3"2

!

!

(解析)$

!

'由已知得二项展开式的通项为

3

4%!

$(

4

.

$

"槡)'

.34

!

3

!

)

$ '

4

'#"



$"

.34

(

4

.

!$

3!

'

4

!

)

#3

#4

"

!

所以
3

.

$3!"

!

)

3

1

"

!

所以第
.

项的二项

式系数为
(

0

.

$.

!

第
.

项的系数为
(

0

.

!$

3!

'

0

!

"$3!"!

$

"

'设展开式中的第
4%!

项为含
)

#的项!

则
3

4%!

$(

4

1

)

134

!

3

!

)

$ '

4

$

$

3!

'

4

!

(

4

1

!

)

13"4

!

令
13"4$#

!得
4$#

!

即展开式中第
'

项含
)

#

!其系数为$

3!

'

#

!

(

#

1

$3/'!

$

#

'

3

4%!

$(

4

.

$

")

'

.34

$

3!

'

4

!

")

$ '

4

$

$

3!

'

4

(

4

.

"

.34

!

"

$ '

4

)

.3"4

!令
.3"4$2

!

得
4$#

!

所以
3

'

$

$

3!

'

#

(

#

.

$3"2!

探究
#

!

二项式定理的灵活应用

(例
$

)$

!

'

"

)

%)

$ '

$

!3槡)'

'的展开式中

)

的系数是 $

(

'

)!! +!" (!# -!!"

$

"

'在$

)

"

%)%

'

'

0的展开式中!含
)

0

'

"

的项的系数是 $

(

'

)!!2 +!"2 (!#2 -!.2

(解析)$

!

'根据题意!所给式子的展开式

中含
)

的项!由$

!3槡)'

'展开式中的常数项

乘 "

)

%)

$ '

中的
)

以及$

!3槡)'

'展开式中的

含
)

"的项乘 "

)

%)

$ '

中的
"

)

两部分合并而成!

所以所求系数为
!&"%!$#!

$

"

'方法一+$

)

"

%)%

'

'

0

$

1$

)

"

%)

'

%

'

2

0

!

含
'

"的项为
3

#

$(

"

0

$

)

"

%)

'

#

!

'

"

!

其中$

)

"

%)

'

#中含
)

0的项为
(

!

#

)

'

!

)

$(

!

#

)

0

!

所以
)

0

'

"的系数为
(

"

0

(

!

#

$#2!

故选
(!

方法二+$

)

"

%)%

'

'

0 为
0

个$

)

"

%)%

'

'之积!其中有两个取
'

!两个取
)

"

!一个取
)

即可!所以
)

0

'

" 的系数为
(

"

0

(

"

#

(

!

!

$#2!

故

选
(!

$

!

'两个二项展开式乘积的展开式

中的特定项问题

!

分别对每个二项展开式进行分析!发现

它们各自项的特点
!

"

找到展开式中特定项的组成部分
!

#

分别求解再相乘!求和即可得
!

$

"

'三项或三项以上的展开式问题

应根据式子的特点!转化为二项式来解决

$有些题目也可转化为计数问题解决'!转化的

方法通常为配方"因式分解"项与项结合!项与

项结合时要注意合理性与简捷性
!

(变式训练
$

)$

!

'$

)3

'

'$

)%

'

'

/的展开

式中
)

"

'

,的系数为
!

3"2

!

!

$用数字作答'

$

"

'求$

)

"

%#)%"

'

0 的展开式中
)

的

系数
!

(解析)$

!

'依题意!$

)%

'

'

/的二项展开

式的通项为
3

2%!

$(

2

/

)

/32

'

2

!

2

#

2

#

/

!

2

$

,!

当
2$,

时!

3

/

$(

,

/

)

'

,

$/)

'

,

#

当
2$.

时!

3

,

$(

.

/

)

"

'

.

$"/)

"

'

.

!

所以$

)3

'

'$

)%

'

'

/的展开式中含
)

"

'

,

的项 为
)

!

/)

'

,

%

$

3

'

'!

"/)

"

'

.

$

3"2)

"

'

,

!故
)

"

'

,的系数为
3"2!

$

"

'方法一+因为$

)

"

%#)%"

'

0

$

$

)%"

'

0

!

$

)%!

'

0

$

$

(

2

0

)

0

%(

!

0

)

'

!

"%

"

%(

0

0

!

"

0

'!

$

(

2

0

)

0

%(

!

0

)

'

%

"

%(

0

0

'!

所以展开后含
)

的项为
(

'

0

)

!

"

'

!

(

0

0

%

(

0

0

!

"

0

!

(

'

0

)$"'2)

!

所以$

)

"

%#)%"

'

0的展开式中
)

的系数

(#"



为
"'2!

方法二+把$

)

"

%#)%"

'

0看成
0

个$

)

"

%

#)%"

'相乘!每个因式各取一项相乘得到展开

式中的一项!含
)

的项可由
!

个因式取
#)

!

'

个因式取
"

得到!即
(

!

0

#)

!

(

'

'

!

"

'

$"'2)

!

所以$

)

"

%#)%"

'

0的展开式中
)

的系数

为
"'2!

!!

化简+$

)3!

'

'

%'

$

)3!

'

#

%.

$

)3!

'

"

%')

3#$

$

)

'

)*)

'

+*)

'

%!

(*

$

)3"

'

'

-*)

'

%'

(解析)选
)!5$

$

)3!

'

'

%'

$

)3!

'

#

%.

$

)

3!

'

"

%'

$

)3!

'

%!$(

2

'

$

)3!

'

'

%(

!

'

$

)3

!

'

#

%(

"

'

$

)3!

'

"

%(

#

'

$

)3!

'

%(

'

'

$

1$

)3

!

'

%!

2

'

$)

'

!

"!

在
)3

!

")

$ '

!2

的二项展开式中!含
)

'的项的

系数是 $

(

'

)!3!"2 +!!"2

(!3!0 -!!0

(解析)选
(!3

4%!

$(

4

!2

)

!234

3

!

")

$ '

4

$

3

!

"

$ '

4

(

4

!2

)

!23"4

!

令
!23"4$'

!则
4$#!

所以
)

' 的系数为

3

!

"

$ '

#

(

#

!2

$3!0!

#!

已知
)

"

3

!

)

$ '

#

的展开式中常数项为
!0

!则

#$

$

-

'

)*# +*'

(*0 -*.

(解析)选
-!

展开式的通项为
3

4%!

$(

4

#

!

$

)

"

'

#34

!$

3!

'

4

!$

)

3!

'

4

$

$

3!

'

4

!

(

4

#

!

)

"#3#4

!

令
"#3#4$2

!得
#$

#

"

4

$

#

!

4

$

+

%

'

!

若
4$"

!则
#$#

!不符合题意#

若
4$'

!则
#$.

!此时$

3!

'

'

!

(

'

.

$!0

!所

以
#$.!

'!!%

!

)

"

$ '

$

!%)

'

.的展开式中
)

"的系数是

!

#2

!

!

(解析)$

!%)

'

.展开式的通项
3

4%!

$(

4

.

)

4

!

所以
!%

!

)

"

$ '

!$

!%)

'

. 的展开式中
)

" 的

系数为
!&(

"

.

%!&(

'

.

$#2!

0!

求 槡)3

!

#

槡)
$ '

!2

的展开式中的常数项
!

(解析)

3

4%!

$(

4

!2

$

)

!

"

'

!234

!$

3)

3

!

#

'

4

$

$

3!

'

4

(

4

!2

)

03

04

.

!令
03

04

.

$2

!得
4$.!

当
4$.

时!

3

,

$

$

3!

'

.

(

.

!2

$"!2!

所以该展开式中的常数项为
"!2!

温馨提示+请自主完成课后作业$八'

)#"



第
#

课时
!

二项式系数的性质

$

(%*

'

#的展开式的二项式系数的性质

!!

对称性

与首末两端%等距离&的两个二项式系数

相等!这一性质可直接由
!

(

"

#

$(

#3"

#

!

得到
!

直线
!

4$

#

"

!

将函数
6

$

4

'

$(

4

#

的图象分成对

称的两部分!它是图象的对称轴
!

"!

增减性与最大值

$

!

'当
2

&

#%!

"

时!

(

2

#

随
2

的增加而 增大 #

当
2

,

#%!

"

时!

(

2

#

随
2

的增加而
!

减小
!

!

$

"

'当
#

是偶数时!中间的一项
!

(

#

"

#

!

取

得最大值#当
#

是奇数时!中间的两项
!

(

#3!

"

#

!

与
!

(

#%!

"

#

!

相等!且同时取得最大值
!

#!

各二项式系数的和

$

!

'

(

2

#

%(

!

#

%(

"

#

%

-

%(

#

#

$

!

"

#

!

!

$

"

'

(

2

#

%(

"

#

%(

'

#

%

-

$(

!

#

%(

#

#

%(

0

#

%

-

$

!

"

#3!

!

!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'二项展开式中系数最大的项与二项式系

数最大的项是相同的
!

$

&

'

$

"

'二项展开式的二项式系数和为
(

!

#

%

(

"

#

%

-

%(

#

#

!

$

&

'

"!

$多选题'下列关于$

(3*

'

!2的说法中!正确

的是 $

)+-

'

)!

展开式中的二项式系数之和为
!2"'

+!

展开式中第
.

项的二项式系数最大

(!

展开式中第
0

项或第
,

项的二项式系数

最大

-!

展开式中第
.

项的系数不是正数

(解析)选
)+-!

根据二项式系数的性质进行

判断!由二项式系数的性质知+二项式系数

之和为
"

#

!故
)

正确#当
#

为偶数时!二项式

系数最大的项是中间一项!故
+

正确!

(

错

误#

-

也是正确的!因为展开式第
.

项中的

3*

的次数为
0

!所以其系数不是正数
!

#!

$

")3!

'

.的展开式中各项系数的和为
!

!

!

!

各项的二项式系数的和为
!

.'

!

!

(解析)令展开式左"右两边
)$!

!得各项系

数之和为
!

#各二项式系数之和为
"

.

$.'!

'!

$

"3)

'

!2

$(

2

%(

!

)%(

"

)

"

%

-

%(

!2

)

!2

!则

(

/

$

!

!/2

!

!

(解析)由题意可知
(

/

是
)

/ 的系数!所以

(

/

$(

/

!2

!

"

"

$!/2!

探究
!

!

二项式系数和的问题

(例
!

)已知$

")3!

'

0

$(

2

)

0

%(

!

)

'

%

(

"

)

#

%(

#

)

"

%(

'

)%(

0

!

求下列各式的值+

$

!

'

(

2

%(

!

%(

"

%

-

%(

0

#

$

"

'

+

(

2

+

%

+

(

!

+

%

+

(

"

+

%

-

%

+

(

0

+

#

*#"



$

#

'

(

!

%(

#

%(

0

!

(解析)$

!

'令
)$!

!得
(

2

%(

!

%(

"

%

"

%

(

0

$!!

$

"

'令
)$3!

!得$

3#

'

0

$3(

2

%(

!

3(

"

%(

#

3(

'

%(

0

!

由$

")3!

'

0 的通项
3

4%!

$(

4

0

$

3!

'

4

!

"

034

!

)

034知
(

!

!

(

#

!

(

0

为负值!

所以
+

(

2

+

%

+

(

!

+

%

+

(

"

+

%

"

%

+

(

0

+

$(

2

3(

!

%(

"

3(

#

%(

'

3(

0

$#

0

$"'#!

$

#

'由
(

2

%(

!

%(

"

%

"

%(

0

$!

!

3(

2

%(

!

3(

"

%

"

%(

0

$

$

3#

'

0

!

得
"

$

(

!

%(

#

%(

0

'

$!3#

0

!

所以
(

!

%(

#

%(

0

$

!3#

0

"

$3!"!!

二项展开式中系数和的求法

$

!

'对于形如$

()%*

'

#

$

(

!

*

$

-

!

#

$

+

%

'

的式子!求其展开式的各项系数之和常用赋值

法!只需令
)$!

即可#求形如$

()%*

'

'

#

$

(

!

*

$

-

!

#

$

+

%

'的展开式的各项系数之和!只需

令
)$

'

$!

即可
!

$

"

'一般地!若
6

$

)

'

$(

2

%(

!

)%(

"

)

"

%

!

%(

#

)

#

!则
6

$

)

'的展开式中各项系数之和为

6

$

!

'!奇数项系数之和为
(

2

%(

"

%(

'

%

!

$

6

$

!

'

%

6

$

3!

'

"

!偶数项系数之和为
(

!

%(

#

%

(

0

%

!

$

6

$

!

'

3

6

$

3!

'

"

!

(变式训练
!

)$

!

'若
#)3

!

#

)槡"

$ '

#

的展开式

中各项系数之和为
!"/

!则
#$

$

)

'

)*, +*/

(*1 -*!2

$

"

'若$

!%)

'$

!3")

'

,

$(

2

%(

!

)%(

"

)

"

%

-

%(

/

)

/

!则
(

!

%(

"

%

-

%(

,

$

$

(

'

)*3" +*3#

(*!"0 -*3!#!

(解析)$

!

'选
)!

因为展开式中各项系数

之和为
!"/

!所以令
)$!

!得
"

#

$!"/

!所以
#

$,!

$

"

'选
(!

由题意可知
(

/

$

$

3"

'

,

$

3!"/

!令
)$2

!得
(

2

$!

!令
)$!

!得
(

2

%

(

!

%(

"

%

"

%(

,

%(

/

$3"

!所以
(

!

%(

"

%

"

%(

,

$!"0!

探究
"

!

求二项展开式中系数或二项式系数

最大的项

(例
#

)在 槡)3

"

)

"

$ '

/

的展开式中!

$

!

'系数的绝对值最大的项是第几项*

$

"

'求二项式系数最大的项#

$

#

'求系数最大的项#

$

'

'求系数最小的项
!

(解析)

3

2%!

$(

2

/

! 槡)$ '

/32

3

"

)

"

$ '

2

$

$

3!

'

2

!

(

2

/

!

"

2

!

)

'3

0

"

2

!

$

!

'设第
2%!

项系数的绝对值最大!

则
(

2

/

"

2

'

(

23!

/

"

23!

!

(

2

/

"

2

'

(

2%!

/

"

2%!

!

(

)

*

所以

"

2

'

!

132

!

!

/32

'

"

2%!

!

(

)

*

解得
0

#

2

#

.

!

故系数的绝对值最大的项是第
.

项和第

,

项
!

$

"

'二项式系数最大的项为中间项!即第

0

项
!

所以
3

0

$(

'

/

!

"

'

!

)

'3

"2

"

$!!"2)

3.

!

$

#

'由$

!

'知展开式中的第
.

项和第
,

项系

数的绝对值最大!而第
.

项的系数为负!第
,

项

"$"



的系数为正
!

则系数最大的项为
3

,

$(

.

/

!

"

.

!

)

3!!

$

!,1")

3!!

!

$

'

'系数最小的项为
3

.

$

$

3!

'

0

!

(

0

/

!

"

0

!

)

3

!,

"

$3!,1")

3

!,

"

!

$

!

'二项式系数最大的项的求法

求二项式系数最大的项!根据二项式系数

的性质对$

(%*

'

# 中的
#

进行讨论
!

当
#

为奇

数时!中间两项的二项式系数最大#当
#

为偶

数时!中间一项的二项式系数最大
!

$

"

'展开式中系数最大的项的求法

求展开式中系数最大的项与求二项式系

数最大的项是不同的!需要根据各项系数的

正"负变化情况进行分析
!

如求$

(%*)

'

#

$

(

!

*

$

-

'的展开式中系数最大的项!一般采用待

定系数法
!

设展开式中各项系数分别为
%

2

!

%

!

!

%

"

!!!

%

#

!且第
4%!

项最大!利用

%

4

'

%

43!

!

%

4

'

%

4%!

(

)

*

解出
4

!即得出系数最大的项
!

(变式训练
#

)已知 槡)%

"

)

"

$ '

#

的展开式

中!只有第
.

项的二项式系数最大
!

$

!

'该展开式中有多少项含
)

的整数次项*

$

"

'求该展开式中系数最大的项
!

(解析)$

!

'由题意!可知
#

"

%!$.

!所以

#$!2!

所以
3

4%!

$(

4

!2

)

!234

"

"

4

)

3"4

$(

4

!2

"

4

)

!2304

"

!

因为
!2304

"

$

,

且
2

#

4

#

!2

!

4

$

+

!所以
4$

2

!

"

!

'

!

.

!

/

!

!2!

所以该展开式中有
.

项含
)

的整数项
!

$

"

'设第
4%!

项的系数最大!

则
(

4

!2

"

4

'

(

43!

!2

"

43!

!

(

4

!2

"

4

'

(

4%!

!2

"

4%!

!

(

)

*

即

"

4

'

!

!!34

!

!

!234

'

"

4%!

!

(

)

*

解得
!1

#

#

4

#

""

#

!

因为
4

$

+

!所以
4$,!

所以该展开式中系数最大的项为
3

/

$

(

,

!2

"

,

)

3

"0

"

$!0#.2)

3

"0

"

!

探究
#

!

证明整除或求余数

(例
$

)$

!

'用二项式定理证明
!!

!2

3!

能被

!22

整除
!

$

"

'求
1!

1"被
!22

除所得的余数
!

(解析)$

!

'证明+因为
!!

!2

3!

$

$

!2%!

'

!2

3!

$

$

!2

!2

%(

!

!2

!

!2

1

%

"

%(

1

!2

!

!2%!

'

3!

$!2

!2

%(

!

!2

!

!2

1

%(

"

!2

!

!2

/

%

"

%!2

"

$!22

$

!2

/

%(

!

!2

!

!2

,

%(

"

!2

!

!2

.

%

"

%!

'!

所以
!!

!2

3!

能被
!22

整除
!

$

"

'$

!2231

'

1"

$(

2

1"

!

!22

1"

3(

!

1"

!

!22

1!

!

1%(

"

1"

!

!22

12

!

1

"

3

"

%(

1"

1"

!

1

1"

!

因为展开式中前
1"

项均能被
!22

整除!所

以只需求最后一项除以
!22

的余数
!

又
1

1"

$

$

!23!

'

1"

$(

2

1"

!

!2

1"

3(

!

1"

!

!2

1!

%

"

%(

12

1"

!

!2

"

3(

1!

1"

!

!2%!

!

前
1!

项均能被
!22

整除!后两项和为

31!1!

因余数为正!可从前面的数中分离出

!222

!结果为
!22231!1$/!

!故
1!

1"被
!22

除所得的余数为
/!!

$

!

'利用二项式定理解决整除问题!

通常先把底数写成除数$或与除数有密切关系

的数'与某数的和或差的形式!再利用二项式

定理展开!只考虑后面$或前面'的一两项就可

以了
!

!$"



$

"

'解决求余数问题!必须构造一个与题

目条件有关的二项式
!

$

#

'要注意余数的取值范围
!($+

"

4%*

!

其中
*

为余数!

*

$

1

2

!

4

'!

4

是除数
!

利用二项

式定理对展开式进行变形后!若剩余部分是负

数!需注意转换
!

(变式训练
$

)$

!

'求
!110

!2 除以
/

的

余数
!

$

"

'求证+

#

"#%"

3/#31

$

#

$

+

%

'能被
.'

整除
!

(解析)$

!

'

!110

!2

$

$

/&"'1%#

'

!2

!

因为其展开式中除末项为
#

!2外!其余的

各项均含有
/

这个因数!

所以
!110

!2 除以
/

的余数与
#

!2 除以
/

的余数相同
!

又因为
#

!2

$1

0

$

$

/%!

'

0

!其展开式中除

末项为
!

外!其余的各项均含有
/

这个因数!

所以
#

!2除以
/

的余数为
!

!即
!110

!2除

以
/

的余数也为
!!

$

"

'证明+

#

"#%"

3/#31

$

$

/%!

'

#%!

3/#31

$(

2

#%!

!

/

#%!

%(

!

#%!

!

/

#

%

"

%(

#%!

#%!

3/#31

$(

2

#%!

!

/

#%!

%(

!

#%!

!

/

#

%

"

%(

#3!

#%!

!

/

"

%

$

#%!

'

&/%!3/#31

$(

2

#%!

!

/

#%!

%(

!

#%!

!

/

#

%

"

%(

#3!

#%!

!

/

"

!

!

!

式中的每一项都含有
/

"这个因数!故原

式能被
.'

整除
!

!!

)3

!

)

$ '

!!

的展开式中二项式系数最大的项

是 $

-

'

)!

第
.

项
+!

第
/

项

(!

第
0

!

.

项
-!

第
.

!

,

项

(解析)选
-!

由
#$!!

为奇数!则展开式中

第
!!%!

"

项和第
!!%!

"

%!

项!即第
.

项和第

,

项的二项式系数相等!且最大
!

"!

已知
)

"

%

!

)

$ '

#

的展开式的各项系数和为

#"

!则二项展开式中
)

'的系数为 $

+

'

)*0 +*!2

(*"2 -*'2

(解析)选
+!

因为
)

"

%

!

)

$ '

#

的二项展开式的

各项系数和为
#"

!

所以令
)$!

!得
"

#

$#"

!所以
#$0!

所以

)

"

%

!

)

$ '

0

的二项展开式的第
4%!

项为

3

4%!

$(

4

0

$

)

"

'

034

!

)

$ '

4

$(

4

0

)

!23#4

!

令
!23#4$'

!得
4$"

!

故二项展开式中
)

'的系数为
(

"

0

$!2!

#!

设
(

$

+

!且
2

#

(

&

!#

!若
0!

"2!/

%(

能被
!#

整除!则
($

$

-

'

)!2 +!!

(!!! -!!"

(解析)选
-!

因为
0!

"2!/

%($

$

0"3!

'

"2!/

%(

$(

2

"2!/

!

0"

"2!/

%(

!

"2!/

!

0"

"2!,

!$

3!

'

!

%

(

"

"2!/

!

0"

"2!.

!$

3!

'

"

%

"

%(

"2!,

"2!/

0"

!

$

3!

'

"2!,

%(

"2!/

"2!/

!$

3!

'

"2!/

%(

!

所以除最后两项外!其余各项都有
!#

的倍

数
0"!

故由题意可得
(

"2!/

"2!/

!$

3!

'

"2!/

%(

能被
!#

整除
!

因为
2

#

(

&

!#

!所以
($!"!

#$"



'!

已知$

)3"

'

#

$

#

$

+

%

'的展开式中!第
"

项

的系数是
3!'

!则
#$

!

,

!

!含
)

的奇次项

的二项式系数的和为
!

.'

!

!

(解析)依题意!二项式$

)3"

'

#

$

#

$

+

%

'的展

开式中!第二项的系数是
3!'

!即
(

!

#

!$

3"

'

!

$3!'

!解得
#$,!

含
)

的奇次项的二项式系

数和为
(

2

,

%(

"

,

%(

'

,

%(

.

,

$!%"!%#0%,

$.'!

0!

若
(

"#%.

"2

$(

#%"

"2

$

#

$

+

%

'!且$

"3)

'

#

$(

2

%

(

!

)%(

"

)

"

%

-

%(

#

)

#

!则
(

2

3(

!

%(

"

3

-

%

$

3!

'

#

(

#

$

!

/!

!

!

(解析)由
(

"#%.

"2

$(

#%"

"2

可知
#$'

!令
)$

3!

!可得
(

2

3(

!

%(

"

3

"

%

$

3!

'

#

(

#

$

#

'

$/!!

温馨提示+请自主完成课后作业$九'

$$"



计数原理复习

要点
!

!

计数原理的应用

(例
!

)有红"黄"蓝旗各
#

面!每次升
!

面"

"

面或
#

面在旗杆上纵向排列表示不同的信

号!顺序不同也表示不同的信号!共可以组成

!

#1

!

种信号
!

(解析)每次升
!

面旗可组成
#

种不同的信

号!每次升
"

面旗可组成
#&#$1

$种'不同的

信号!每次升
#

面旗可组成
#&#&#$",

$种'

不同的信号
!

根据分类加法计数原理!共可组成
#%1%

",$#1

$种'不同的信号
!

使用两个计数原理应注意的问题

$

!

'对于一些比较复杂的既要运用分类加

法计数原理!又要运用分步乘法计数原理的问

题!我们可以恰当地画出示意图或列出表格!

使问题更加直观"清晰
!

$

"

'当两个原理混合使用时!一般是先分

类!再在每类方法里分步
!

(变式训练
!

)将
0

个不同的球放入
'

个不

同的盒子中!每个盒子中至少有
!

个球
!

若甲球

必须放入
%

盒!则不同的放法种数是
!

.2

!

!

(解析)将甲球放入
%

盒后分两类+一类是

除甲球外!

%

盒还放其他球!共
)

'

'

$"'

$种'#

另一类是
%

盒中只有甲球!则其他
'

个球放入

另外的
#

个盒中!有
(

"

'

!

)

#

#

$#.

$种'

!

故不同的放法为
"'%#.$.2

$种'

!

要点
"

!

排列"组合的综合应用

(例
#

)安排
#

名志愿者完成
'

项工作!每

人至少完成
!

项!每项工作由
!

人完成!则不同

的安排方式共有 $

-

'

)!!"

种
+*!/

种

(*"'

种
-*#.

种

(解析)方法一+把
'

项工作分成
#

份$将
"

份工作看成一个元素'有
(

"

'

种方法#

#

份工作

由
#

名志愿者完成有
)

#

#

种方法!故不同的安

排方式共有
(

"

'

)

#

#

$.&.$#.

$种'

!

选
-!

方法二+因为安排
#

名志愿者完成
'

项工

作!每人至少完成
!

项!每项工作由
!

人完成!

所以必有
!

人完成
"

项工作
!

先把
'

项工作分

成
#

组!即
"

!

!

!

!

!有
(

"

'

(

!

"

(

!

!

)

"

"

$.

$种'#再分配给

#

个人!有
)

#

#

$.

$种'!所以不同的安排方式共

有
.&.$#.

$种'

!

$

!

'排列"组合应用题的解题策略

在解决具体问题时!首先必须弄清楚是

%分类&还是%分步&!接着还要搞清楚%分类&或

者%分步&的具体标准是什么
!

$

"

'解决排列组合应用题的常用方法

!

合理分类!准确分步#

"

特殊优先!一般在后#

#

先取后排!间接排除#

$

相邻捆绑!间隔插空#

%

抽象问题!构造模型#

&

均分除序!定序除序
!

%$"



注意+对于排列"组合的综合问题!一般是

将符合要求的元素取出或进行分组!再对取出

的元素或分好的组进行排列!即一般策略为先

组合后排列
!

分组时!要注意%平均分组&与%不

平均分组&的差异及分组的标准
!

(变式训练
#

)$

!

'有
0

盆各不相同的菊

花!其中黄菊花
"

盆"白菊花
"

盆"红菊花
!

盆
!

现把它们摆放成一排!要求
"

盆黄菊花

必须相邻!

"

盆白菊花不能相邻!则这
0

盆菊

花的不同摆放方式的种数是 $

+

'

)!!" +!"'

(!#. -!'/

$

"

'从
0

名学生中选出
'

名分别参加
%

!

&

!

.

!

/

四科竞赛!其中甲不能参加
.

!

/

两科

竞赛!则不同的参赛方案种数为
!

,"

!

!

(解析)$

!

'选
+!

将
"

盆黄菊花捆绑作为一

个元素与
!

盆红菊花排列!

"

盆白菊花采用插

空法!所以这
0

盆菊花的不同摆放方式共有

)

"

"

)

"

"

)

"

#

$"'

$种'

!

$

"

'分为以下几步+

!

选人+先从
0

人中选

出
'

人!分为两种情况+有甲参加和无甲参加
!

有甲参加时!选法有
(

#

'

$'

$种'#无甲参加时!

选法有
(

'

'

$!

$种'

!

"

安排科目+有甲参加时!

先排甲!再排其他人!排法有
)

!

"

)

#

#

$!"

$种'#

无甲参加时!排法有
)

'

'

$"'

$种'

!

由分步乘法

计数原理!不同的参赛方案种数为
'&!"%!&

"'$,"!

要点
#

!

二项式定理及应用

(例
$

)$

!

'$

!%"槡)'

#

$

!3

#

槡)'

0的展开式

中
)

的系数是 $

(

'

)!3' +!3"

(!" -!'

$

"

'若
#

槡"%

!

#

槡#
$ '

#

的展开式中的第
,

项与

倒数第
,

项的比是
!5.

!则展开式中的第
,

项

为
!

0.

#

!

!

(解析)$

!

'选
(!

$

!%"槡)'

#

$

!3

#

槡)'

0

$

$

!%.)

!

"

%!")%/)

#

"

'!$

!30)

!

#

%!2)

"

#

3

!2)%0)

'

#

3)

0

#

'!

故
)

的系数是
!"3!2$"!

$

"

'第
,

项+

3

,

$(

.

#

$

#

槡"'

#3.

!

#

槡#
$ '

.

!

倒数第
,

项+

3

#30

$(

#3.

#

$

#

槡"'

.

!

#

槡#
$ '

#3.

!

由

(

.

#

$

#

槡"'

#3.

!

#

槡#
$ '

.

(

#3.

#

$

#

槡"'

.

!

#

槡#
$ '

#3.

$

!

.

!得
#$1!

故
3

,

$(

.

1

$

#

槡"'

13.

!

#

槡#
$ '

.

$(

#

1

!

"

!

!

1

$

0.

#

!

二项式定理的问题类型及解题策略

$

!

'确定二项式中的有关元素+一般是根

据已知条件!列出等式!从而可解得所要求的

二项式中的有关元素
!

$

"

'确定二项展开式中的常数项+先写出

其通项公式!令未知数的指数为零!从而确定

项数!然后代入通项公式!即可确定常数项
!

$

#

'确定二项展开式中满足一定条件的项

的系数+先写出其通项公式!再由条件确定系

数!然后代入通项公式求出此项的系数
!

$

'

'确定二项展开式中的二项式系数或系数

最大或最小的项+利用二项式系数的性质求解
!

(变式训练
$

)$

!

'

)

#

3

"

)

$ '

'

%

)%

!

)

$ '

/

的

展开式中的常数项为 $

-

'

&$"



)*#" +*#'

(*#. -*#/

$

"

'$多选题'已知
()

"

%

!

槡)
$ '

#

$

(

,

2

'的

展开式中第
0

项与第
,

项的二项式系数相等!

且展开式的各项系数之和为
!2"'

!则下列说

法正确的是 $

+(-

'

)!

展开式中奇数项的二项式系数和为
"0.

+!

展开式中第
.

项的系数最大

(!

展开式中存在常数项

-!

展开式中含
)

!0项的系数为
'0

(解析)$

!

'选
-!

)

#

3

"

)

$ '

'

的展开式的通

项为
3

"%!

$ (

"

'

$

)

#

'

'3"

!

3

"

)

$ '

"

$(

"

'

!

$

3"

'

"

)

!"3'"

!令
!"3'"$2

!解得
"$#!

)%

!

)

$ '

/

的展开式的通项为
3

#%!

$(

#

/

)

/3#

!

!

)

$ '

#

$(

#

/

)

/3"#

!令
/3"#$2

!解得
#$'!

所以所求常数项为
(

#

'

$

3"

'

#

%(

'

/

$#/!

$

"

'选
+(-!

因为
()

"

%

!

槡)
$ '

#

的展开式中

第
0

项与第
,

项的二项式系数相等!所以
(

'

#

$

(

.

#

!得
#$!2!

因为展开式中各项系数之和为

!2"'

!所以令
)$!

!得$

(%!

'

!2

$!2"'

!解得

($!!

故给定的二项式为
)

"

%

!

槡)
$ '

!2

!其展开

式中奇数项的二项式系数和为
!

"

&"

!2

$0!"

!

故
)

不正确
!

由
#$!2

可知二项式系数最大的

项是展开式的第
.

项!而
)

"

%

!

槡)
$ '

!2

展开式各

项的系数与对应的二项式系数相等!故
+

正

确
!

展开式的通项公式为
3

2%!

$(

2

!2

$

)

"

'

!232

!

!

槡)
$ '

2

$(

2

!2

)

"23

02

"

$

2$2

!

!

!

"

!"!

!2

'!令
"23

02

"

$2

!解得
2$/

!即常数项为第
1

项!故
(

正

确
!

令
"23

02

"

$!0

!得
2$"

!故展开式中含
)

!0

项的系数为
(

"

!2

$'0

!故
-

正确
!

要点
$

!

二项式定理中的赋值问题

(例
%

)若$

)

"

3#)%"

'

0

$(

2

%(

!

)%(

"

)

"

%

-

%(

!2

)

!2

!

$

!

'求
(

"

#

$

"

'求
(

!

%(

"

%

-

%(

!2

#

$

#

'求$

(

2

%(

"

%(

'

%

-

%(

!2

'

"

3

$

(

!

%

(

#

%

-

%(

,

%(

1

'

"

!

(解析)$

!

'$

)

"

3#)%"

'

0

$

$

)3!

'

0

$

)3

"

'

0

!

(

"

是展开式中
)

"的系数!

所以
(

"

$(

0

0

$

3!

'

0

(

#

0

$

3"

'

#

%(

'

0

!

$

3!

'

'

(

'

0

$

3"

'

'

%(

#

0

$

3!

'

#

(

0

0

$

3"

'

0

$/22!

$

"

'令
)$!

!代入已知式可得!

(

2

%(

!

%(

"

%

"

%(

!2

$2!

而令
)$2

得!

(

2

$#"!

所以
(

!

%(

"

%

"

%(

!2

$3#"!

$

#

'令
)$3!

可得!

$

(

2

%(

"

%(

'

%

"

%(

!2

'

3

$

(

!

%(

#

%

"

%

(

,

%(

1

'

$.

0

!

又$

(

2

%(

"

%(

'

%

"

%(

!2

'

%

$

(

!

%(

#

%

"

%(

,

%(

1

'

$2

!

把这两个等式相乘可得+

$

(

2

%(

"

%(

'

%

"

%(

!2

'

"

3

$

(

!

%(

#

%

"

%(

,

%(

1

'

"

$.

0

&2$2!

赋值法的应用

$

!

'解决的问题类型+与二项式系数有关!

'$"



包括求展开式中二项式系数最大的项"各项的

二项式系数或系数的和"奇数项或者偶数项的

二项式系数或系数的和以及各项系数的绝对

值的和
!

$

"

'应用技巧+通过观察展开式右边的结

构特点和所求式子的关系!确定给字母所赋的

值!有时赋值后得到的式子比所求式子多一项

或少一项!此时要专门求出这一项!而在求奇

数项或者偶数项的二项式系数或系数的和时!

往往要两次赋值!再解方程组求出结果
!

注意+求各项系数的绝对值的和时!要先

根据绝对值里面数的符号赋值求解
!

(变式训练
%

)若$

!3")

'

"2"#

$(

2

%(

!

)%

-

%(

"2"#

)

"2"#

$

)

$

-

'!则
(

!

"

%

(

"

"

"

%

-

%

(

"2"#

"

"2"#

$

$

-

'

)*" +*2

(*3" -*3!

(解析)选
-!

$

!3")

'

"2"#

$(

2

%(

!

)%

"

%(

"2"#

)

"2"#

!令
)$

!

"

!则
!3"&

!

"

$ '

"2"#

$

(

2

%

(

!

"

%

(

"

"

"

%

"

%

(

"2"#

"

"2"#

$2

!其中
(

2

$!!

所以
(

!

"

%

(

"

"

"

%

"

%

(

"2"#

"

"2"#

$3!!

!6

从正方体的
.

个面中选取
#

个面!其中有
"

个面不相邻的选法共有 $

+

'

)6/

种
+6!"

种

(6!.

种
-6"2

种

(解析)在正方体中要使三个平面中%有
"

个

面不相邻$即有
"

个面平行'&!可分两步进

行+先取
"

个相对平行的平面!共有
#

种取

法#再从余下的
'

个平面取
!

个!有
'

种取

法
!

由分步乘法计数原理!共有
#&'$!"

$种'不同的取法
!

"!

将
!

!

"

!

#

填入
#&#

的方格中!要求每行"每

列都没有重复数字!如图是一种填法!则不

同的填写方法共有 $

+

'

! " #

# ! "

" # !

)*.

种
+*!"

种

(*"'

种
-*'/

种

(解析)当第一行和第一列确定之后!其他位

置的填法随之而确定
!

只需考虑填写第一行

和第一列的不同方法数
!

第一行的三个方格

有
#&"&!$.

$种'不同填法!第一列剩下的

两个方格有
"&!$"

$种'不同填法!由分步

乘法计数原理共有
.&"$!"

$种'不同填法
!

#!

若$

!%)

"

'

#

%

$

!%)

'

"# 的展开式中
)

项的

系数与
)

"项的系数之和为
'2

!则
#$

$

(

'

)*" +*#

(*' -*0

'!

已知在一排
'

个座位上坐好的甲"乙"丙"丁

'

个人!在重新就座时!每个人都不坐在原来

的位置上的坐法有
!

1

!

种
!

0!

在排球比赛中!一般采取五局三胜制!即首

先赢满三局比赛者获胜且比赛结束
!

现在中

国队和古巴队比赛!则最终中国队获胜的情

况有
!

!2

!

种
!

.6

若
()

"

%

!

槡)
$ '

0

的展开式中
)

0 的系数是

3/2

!则实数
($

!

3"

!

!

,!

将一个四棱锥的每个顶点染上一种颜色!使

同一条棱的两个端点异色!如果只有
0

种颜

($"



色可供使用!那么不同的染色方法共有多

少种*

(解析)如图!

由题设!四棱锥
5-%&./

的顶点
5

!

%

!

&

所

染颜色互不相同!它们共有
0&'&#$.2

$种'染色方法
!

当
5

!

%

!

&

已染好色时!不妨

设其颜色分别为
!

!

"

!

#

#若
.

染色
"

!则
/

可

染色
#

!

'

!

0

之一!有
#

种染法#若
.

染色
'

!

则
/

可染色
#

或
0

!有
"

种染法#若
.

染色

0

!则
/

可染色
#

或
'

!有
"

种染法
!

可知
5

!

%

!

&

染好后!

.

!

/

共有
,

种染法
!

从而!总

的染色方法为
.2&,$'"2

$种'

!

温馨提示+请自主完成课后作业$十'

)$"



!!

随机事件的条件概率

$

!

'结合古典概型!了解条件概率!能计算简单随机事件的条件概率
!

$

"

'结合古典概型!了解条件概率与独立性的关系
!

$

#

'结合古典概型!会利用乘法公式计算概率
!

$

'

'结合古典概型!会利用全概率公式计算概率
!

%了解贝叶斯公式
!

"!

离散型随机变量及其分布列

$

!

'通过具体实例!了解离散型随机变量的概念!理解离散型随机变量分布列及其数字特征

$均值"方差'

!

$

"

'通过具体实例!了解伯努利试验!掌握二项分布及其数字特征!并能解决简单的实际

问题
!

$

#

'通过具体实例!了解超几何分布及其均值!并能解决简单的实际问题
!

#!

正态分布

$

!

'通过误差模型!了解服从正态分布的随机变量
!

通过具体实例!借助频率直方图的几何

直观!了解正态分布的特征
!

$

"

'了解正态分布的均值"方差及其含义
!

*$"



&!"

!

条件概率与全概率公式

第
"

课时
!

条件概率

!!

条件概率

条件 设
%

!

&

为两个随机事件!且
,

$

%

'

,

2

含义
在事件

%

发生的条件下!事件
&

发生的条件

概率

记作
,

$

&

+

%

'

读作 在事件
%

发生的条件下!事件
&

发生的概率

计算

公式

事件个数法+

,

$

&

+

%

'

$

!

#

$

%&

'

#

$

%

'

!

定义法+

,

$

&

+

%

'

$

!

,

$

%&

'

,

$

%

'

!

!!

"!

概率的乘法公式

由条件概率的定义!对任意两个事件
%

与

&

!若
,

$

%

'

,

2

!则
,

$

%&

'

$,

$

%

'

,

$

&

+

%

'

!

#!

条件概率的性质

设
,

$

%

'

,

2

!则

$

!

'

,

$

!+

%

'

$

!

!

!

#

$

"

'如果
&

和
.

是两个互斥事件!则

,

$

&

-

.

+

%

'

$

!

,

$

&

+

%

'

%,

$

.

+

%

'

!

#

$

#

'设
&

和
&

互为对立事件!则
,

$

&

+

%

'

$

!

!3,

$

&

+

%

'

!

!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'若事件
%

!

&

互斥!则
,

$

&

+

%

'

$!!

$

&

'

$

"

'

,

$

&

+

%

'与
,

$

%

+

&

'不同
!

$

"

'

"!

若
,

$

%&

'

$

#

!2

!

,

$

%

'

$

#

0

!则
,

$

&

+

%

'

$

$

+

'

)*

1

02

+*

!

"

(*

1

!2

-*

!

'

#!

袋中有
0

个大小相同的小球$

#

白
"

黑'!现

从袋中每次取
!

个球!不放回地抽取两次!

则在第一次取到白球的条件下!第二次取到

白球的概率是 $

(

'

)*

#

0

+*

#

'

(*

!

"

-*

#

!2

(解析)选
(!

在第一次取到白球的条件下!在

第二次取球时!袋中有
"

个白球和
"

个黑球

共
'

个球!所以取到白球的概率
,$

"

'

$

!

"

!

"%"



'!

某种电子元件用满
#2227

不坏的概率为
#

'

!

用满
/2227

不坏的概率为
!

"

!

现有一只此

种电子元件!用满了
#2227

不坏!还能用满

/2227

的概率是
!

"

#

!

!

(解析)记事件
%

为%用满
#2227

不坏&!

,

$

%

'

$

#

'

#记事件
&

为%用满
/2227

不

坏&!

,

$

&

'

$

!

"

!

因为
&

.

%

!所以
,

$

%&

'

$

,

$

&

'

$

!

"

!则
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

!

"

#

'

$

!

"

&

'

#

$

"

#

!

探究
!

!

利用定义求条件概率

(例
!

)$

!

'某种动物活到
"2

岁的概率是
2!/

!

活到
"0

岁的概率是
2!'

!则现龄
"2

岁的这种动

物活到
"0

岁的概率是 $

+

'

)*2!#" +*2!0

(*2!' -*2!/

$

"

'把一枚质地均匀的硬币连续抛两次!

记%第一次出现正面&为事件
%

!%第二次出现

正面&为事件
&

!则
,

$

&

+

%

'

$

$

)

'

)*

!

"

+*

!

'

(*

!

.

-*

!

1

(解析)$

!

'选
+!

记事件
%

表示%该动物活

到
"2

岁&!事件
&

表示%该动物活到
"0

岁&

!

由

于该动物只有活到
"2

岁才有活到
"0

岁的可

能!故事件
%

包含事件
&

!从而有
,

$

%&

'

$

,

$

&

'

$2!'

!所以现龄
"2

岁的这种动物活到

"0

岁的概率为
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

2!'

2!/

$

2!0!

$

"

'选
)!

由题意知!第一次出现正面的概

率是
,

$

%

'

$

!

"

!第一次出现正面且第二次也

出现正面的概率是
,

$

%&

'

$

!

"

&

!

"

$

!

'

!

则
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

!

'

!

"

$

!

"

!

利用定义计算条件概率的步骤

$

!

'分别计算概率
,

$

%&

'和
,

$

%

'

!

$

"

'代入公式得
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

!

这个

公式适用于一般情形!其中
%&

表示
%

!

&

同

时发生
!

(变式训练
!

)一个袋中有
"

个黑球和
#

个

白球!如果不放回地抽取
"

个球!记%第一次抽

到黑球&为事件
%

!%第二次抽到黑球&为事件
&!

则事件
%&

发生的概率为
!

!

!2

!

!

,

$

&

+

%

'

$

!

!

'

!

!

(解析)由古典概型的概率公式可知!

,

$

%

'

$

"

0

!

,

$

%

/

&

'

$

"&!

0&'

$

!

!2

!

,

$

&

+

%

'

$

,

$

%

/

&

'

,

$

%

'

$

!

!2

"

0

$

!

'

!

!%"



探究
"

!

缩小基本事件范围求条件概率

(例
#

)集合
%$

/

!

!

"

!

#

!

'

!

0

!

.

0!甲"乙两

人各从集合
%

中任取一个数!若甲先取$不放

回'!乙后取!在甲抽到奇数的条件下!求乙抽

到的数比甲抽到的数大的概率
!

(解析)将甲抽到数字
(

!乙抽到数字
*

!记

作$

(

!

*

'!甲抽到奇数的情形有+$

!

!

"

'!$

!

!

#

'!

$

!

!

'

'!$

!

!

0

'!$

!

!

.

'!$

#

!

!

'!$

#

!

"

'!$

#

!

'

'!$

#

!

0

'!$

#

!

.

'!$

0

!

!

'!$

0

!

"

'!$

0

!

#

'!$

0

!

'

'!$

0

!

.

'!

共
!0

种情况
!

在这
!0

个数中!乙抽到的数比甲

抽到的数大的有+$

!

!

"

'!$

!

!

#

'!$

!

!

'

'!$

!

!

0

'!

$

!

!

.

'!$

#

!

'

'!$

#

!

0

'!$

#

!

.

'!$

0

!

.

'!共
1

种情

况!所以所求概率
,$

1

!0

$

#

0

!

利用缩小基本事件范围计算条件概

率的方法

将原来的基本事件全体
!

缩小为已知的条

件事件
%

!原来的事件
&

缩小为
%&!

而
%

中仅

包含有限个基本事件!每个基本事件发生的概

率相等!从而可以在缩小的概率空间上利用古

典概型概率公式计算条件概率!即
,

$

&

+

%

'

$

#

$

%&

'

#

$

%

'

!这里
#

$

%

'和
#

$

%&

'的计数是基于缩小

的基本事件范围的
!

(变式训练
#

)一个盒子内装有
'

个产品!

其中
#

个一等品!

!

个二等品!从中取两次!每

次任取
!

个!进行不放回抽取
!

设事件
%

为%第

一次取到的是一等品&!事件
&

为%第二次取到

的是一等品&!试求条件概率
,

$

&

+

%

'

!

(解析)将
#

个一等品编号为
!

!

"

!

#

!二等品

编号为
'

!以$

7

!

8

'表示第一次"第二次分别取得

第
7

号"第
8

号产品!则试验的样本空间
!

$

/$

!

!

"

'!$

!

!

#

'!$

!

!

'

'!$

"

!

!

'!$

"

!

#

'!$

"

!

'

'!$

#

!

!

'!

$

#

!

"

'!$

#

!

'

'!$

'

!

!

'!$

'

!

"

'!$

'

!

#

'0!事件
%

有
1

种

情况!事件
%&

有
.

种情况!

,

$

&

+

%

'

$

#

$

%&

'

#

$

%

'

$

.

1

$

"

#

!

探究
#

!

条件概率性质的应用

(例
$

)把外形相同的球分别装在三个盒子

中!每盒
!2

个
!

其中!第一个盒子中有
,

个球标

有字母
%

!

#

个球标有字母
&

#第二个盒子中有

红球和白球各
0

个#第三个盒子中有红球
/

个"

白球
"

个
!

试验按如下规则进行+先在第一个

盒子中任取
!

个球!若取得标有字母
%

的球!

则在第二个盒子中任取
!

个球#若取得标有字

母
&

的球!则在第三个盒子中任取
!

个球
!

如

果第二次取出的是红球!则称试验成功!求试

验成功的概率
!

(解析)设
%$

/从第一个盒子中取得标有

字母
%

的球0!

&$

/从第一个盒子中取得标有字母
&

的

球0!

9$

/第二次取出的球是红球0!

则容易求得
,

$

%

'

$

,

!2

!

,

$

&

'

$

#

!2

!

,

$

9

+

%

'

$

!

"

!

,

$

9

+

&

'

$

'

0

!

事件%试验成功&表示为
9%

-

9&

!又事件

9%

与事件
9&

互斥!故由概率的加法公式!得

,

$

9%

-

9&

'

$,

$

9%

'

%,

$

9&

'

$,

$

9

+

%

'!

,

$

%

'

%,

$

9

+

&

'!

,

$

&

'

$

!

"

&

,

!2

%

'

0

&

#

!2

$2!01!

利用条件概率性质解题的策略

$

!

'分析条件!选择公式+首先看事件
&

!

.

是否互斥!若互斥!则选择公式
,

$

&

-

.

+

%

'

$

,

$

&

+

%

'

%,

$

.

+

%

'

!

$

"

'分解计算!代入求值+求比较复杂的事

件的概率时!一般先把它分解成两个$或若干

个'互不相容的较简单的事件!求出这些简单

事件的概率!再利用加法公式可得所求的复杂

事件的概率
!

#%"



(变式训练
$

)一个袋子中装有
!2

个球!其

中
!

个红球"

"

个黄球"

#

个黑球"

'

个白球
!

现

从中依次摸
"

个球!求在第一个球是红球的条

件下!第二个球是黄球或黑球的概率
!

(解析)设%摸出第一个球为红球&为事件

%

!%摸出第二个球为黄球&为事件
&

!%摸出第

二个球为黑球&为事件
.

!则
,

$

%

'

$

!

!2

!

,

$

%&

'

$

!&"

!2&1

$

!

'0

!

,

$

%.

'

$

!&#

!2&1

$

!

#2

!

所以
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

!

'0

8

!

!2

$

"

1

!

,

$

.

+

%

'

$

,

$

%.

'

,

$

%

'

$

!

#2

8

!

!2

$

!

#

!

所以
,

$

&

-

.

+

%

'

$,

$

&

+

%

'

%,

$

.

+

%

'

$

"

1

%

!

#

$

0

1

!

所以所求的条件概率为
0

1

!

!!

一个口袋中装有
"

个白球和
#

个黑球!则先

摸出
!

个白球后放回!再摸出
!

个白球的概

率是 $

(

'

)*

"

#

+*

!

'

(*

"

0

-*

!

0

(解析)选
(!

设
%

7

表示第
7

次$

7$!

!

"

'取到

白球的事件!因为
,

$

%

!

'

$

"

0

!

,

$

%

!

%

"

'

$

"

0

&

"

0

$

'

"0

!先摸出
!

个白球后放回!再摸出
!

个白球的概率为
,

$

%

"

+

%

!

'

$

"

0

&

"

0

"

0

$

"

0

!

"!

抛掷红"黄两颗骰子!当红色骰子的点数为
'

或
.

时!两颗骰子的点数之积大于
"2

的概率

是 $

+

'

)*

!

'

+*

!

#

(*

!

"

-*

#

0

(解析)选
+!

抛掷红"黄两颗骰子共有
.&.

$#.

$个'样本点!其中红色骰子的点数为
'

或
.

的有
!"

个基本事件!两颗骰子点数之积

大于
"2

的包含
'&.

!

.&'

!

.&0

!

.&.

!共
'

个样本点!所以其概率为

'

#.

!"

#.

$

!

#

!

#!

袋中装有标号为
!

!

"

!

#

的三个小球!从中任

取一个!记下它的号码!放回袋中!这样连续

做三次
!

若抽到各球的机会均等!事件
%

为

%三次抽到的号码之和为
.

&!事件
&

为%三次

抽到的号码都是
"

&!则
,

$

&

+

%

'

$

$

)

'

)*

!

,

+*

"

,

(*

!

.

-*

,

",

(解析)选
)!

因为
,

$

%

'

$

)

#

#

%!

#

#

$

,

",

!

,

$

%&

'

$

!

#

#

$

!

",

!

所以
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

!

,

!

'!

据多年的资料记载+位于西部地区的
%

!

&

两地一年中下雨天分别占
.9

和
/9

!而两地

同时为下雨天仅占
"9

!则
%

地为雨天时!

&

地也为雨天的概率为
!

!

#

!

!

(解析)记
%$

%

%

地下雨&!

&$

%

&

地下雨&!

则
%&$

%

%

!

&

两地同时下雨&!且
,

$

%

'

$

$%"



.9

!

,

$

&

'

$/9

!

,

$

%&

'

$"9

!

,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

"9

.9

$

!

#

!

0!

考虑恰有两个小孩的家庭
!

$

!

'若已知某家有男孩!求这家有两个男孩

的概率#

$

"

'若已知某家第一个是男孩!求这家有两

个男孩$相当于第二个也是男孩'的概率$假

定生男生女为等可能'

!

(解析)

!

$

/$男!男'!$男!女'!$女!男'!

$女!女'0

!

设事件
&$

%有男孩&!则事件
&$

/$男!

男'!$男!女'!$女!男'0!

事件
%$

%有两个男孩&!则事件
%$

/$男!

男'0!

事件
&

!

$

%第一个是男孩&!则事件
&

!

$

/$男!男'!$男!女'0!

$

!

'

,

$

&

'

$

#

'

!

,

$

&%

'

$,

$

%

'

$

!

'

!

所以
,

$

%

+

&

'

$

,

$

&%

'

,

$

&

'

$

!

#

!

$

"

'

,

$

&

!

'

$

!

"

!

,

$

&

!

%

'

$,

$

%

'

$

!

'

!

所以
,

$

%

+

&

!

'

$

,

$

&

!

%

'

,

$

&

!

'

$

!

"

!

温馨提示+请自主完成课后作业$十一'

%%"



第
#

课时
!

全概率公式

!!

全概率公式

一般地!设
%

!

!

%

"

!-!

%

#

是一组两两互

斥的事件!

%

!

-

%

"

-

-

-

%

#

$

!

!且
,

$

%

7

'

,

2

!

7$!

!

"

!-!

#

!则对任意的事件
&

.!

!有

,

$

&

'

$

!0

#

7$!

,

$

%

7

'

,

$

&

+

%

7

'

!

!

"!

贝叶斯公式

设
%

!

!

%

"

!-!

%

#

是一组两两互斥的事件!

%

!

-

%

"

-

-

-

%

#

$

!

!且
,

$

%

7

'

,

2

!

7$!

!

"

!-!

#

!则对任意的事件
&

.!

!

,

$

&

'

,

2

!有
,

$

%

7

+

&

'

$

,

$

%

7

'

,

$

&

+

%

7

'

,

$

&

'

$

,

$

%

7

'

,

$

&

+

%

7

'

0

#

2$!

,

$

%

2

'

,

$

&

+

%

2

'

!

7$!

!

"

!-!

#!

!!

一电器商店出售两家工厂生产的电视机!甲

厂的电视机占
,29

!乙厂的电视机占
#29!

甲厂的电视机合格率为
109

!乙厂的电视机

合格率为
/29

!求该商店所售电视机的合

格率
!

(解析)设事件
%$

%合格电视机&!事件
&$

%甲厂电视机&!事件
.$

%乙厂电视机&!则

,

$

&

'

$,29$2!,

!

,

$

%

+

&

'

$109$2!10

!

,

$

.

'

$#29$2!#

!

,

$

%

+

.

'

$/29$2!/!

所以
,

$

%

'

$,

$

&

'

,

$

%

+

&

'

%,

$

.

'

,

$

%

+

.

'

$2!,&2!10%2!#&2!/$2!120!

故该商店所售电视机的合格率为
12!09!

"!

设机器调整良好的概率为
,09

!当机器调整

良好时!其生产的产品合格率为
129

!而当

机器发生某种故障时!产品合格率为
#29!

当某日生产的第一件产品是合格品时!求机

器调整良好的概率
!

(解析)用
%

表示%产品合格&!

&

表示%机器

调整良好&!则
,

$

&

'

$,09$2!,0

!

,

$

1

&

'

$

!3,

$

&

'

$2!"0

!

,

$

%

+

&

'

$129$2!1

!

,

$

%

+

1

&

'

$#29$2!#!

,

$

&

+

%

'

$

,

$

&

'

,

$

%

+

&

'

,

$

%

'

$

,

$

&

'

,

$

%

+

&

'

,

$

&

'

,

$

%

+

&

'

%,

$

1

&

'

,

$

%

+

1

&

'

$

2!,0&2!1

2!,0&2!1%2!"0&2!#

$2!1!

故已知某日生产的第一件产品是合格品时!

机器调整良好的概率为
2!1!

探究
!

!

全概率公式的应用

(例
!

)$

!

'某投篮小组共有
"2

名投手!其

中一级投手
'

人"二级投手
/

人"三级投手
/

人!一"二"三级投手能通过选拔进入比赛的概

率分别是
2!1

!

2!,

!

2!'!

求任选一名投手能通

过选拔进入比赛的概率
!

$

"

'某工厂有两个车间生产同型号家用电

器!第一车间的次品率为
2!!0

!第二车间的次

品率为
2!!"

!两个车间的成品都混合堆放在一

个仓库!假设第一"二车间生产的成品比例为

&%"



"5#!

今有一客户从成品仓库中随机提一台产

品!求该产品合格的概率
!

(解析)$

!

'记
%

7

$

%选出的
7

级投手&!

7$

!

!

"

!

#

!则
%

!

!

%

"

!

%

#

构成一个完备事件组!

有+

%

!

-

%

"

-

%

#

$

!

!且$

%

7

!

%

8

互斥'!

7

2

8

!

7

!

8

$!

!

"

!

#!

由题意知
,

$

%

!

'

$

'

"2

!

,

$

%

"

'

$

/

"2

!

,

$

%

#

'

$

/

"2

!

设
&$

%选出的投手能通过选拔进入比

赛&!则
,

$

&

'

$,

$

%

!

'

,

$

&

+

%

!

'

%,

$

%

"

'!

,

$

&

+

%

"

'

%,

$

%

#

'

,

$

&

+

%

#

'

$

'

"2

&2!1%

/

"2

&2!,%

/

"2

&2!'$2!."!

即任选一名选手能通过选拔进入比赛的

概率为
2!."!

$

"

'设
&$

/从仓库中随机提一台产品是

合格品0!

%

7

$

/提出的一台产品是第
7

车间生

产的0!

7$!

!

"

!则有
&$%

!

&

-

%

"

&!

由题意
,

$

%

!

'

$

"

0

!

,

$

%

"

'

$

#

0

!

,

$

&

+

%

!

'

$2!/0

!

,

$

&

+

%

"

'

$2!//!

由全概率公式得
,

$

&

'

$,

$

%

!

'

,

$

&

+

%

!

'

%

,

$

%

"

'

,

$

&

+

%

"

'

$2!'&2!/0%2!.&2!//$

2!/./!

$

!

'全概率公式的主要用途在于它

可以将一个复杂事件的概率计算问题!分解为

若干个简单事件的概率计算问题!最后应用概

率的可加性求出结果
!

$

"

'多个原因导致同一个结果!求结果发

生的概率就用全概率公式
!

(变式训练
!

)假设有
#

箱同种型号的零

件!里面分别装有
02

件"

#2

件"

'2

件!而其中

的一等品分别有
"2

件"

!"

件和
"'

件
!

现任取

一箱!从中不放回地先后取出两个零件
!

试求+

$

!

'先取出的零件是一等品的概率#

$

"

'两次取出的零件均为一等品的概率
!

$精确到
2!2!

'

(解析)设
%

7

表示任取的一箱为第
7

箱零

件!

7$!

!

"

!

#

#

&

8

表示第
8

次取到的是一等品!

8

$!

!

"!

由题意知
,

$

%

!

'

$,

$

%

"

'

$,

$

%

#

'

$

!

#

!

$

!

'

,

$

&

!

+

%

!

'

$

"2

02

$2!'

!

,

$

&

!

+

%

"

'

$

!"

#2

$2!'

!

,

$

&

!

+

%

#

'

$

"'

'2

$2!.

!

由全概率公式得

,

$

&

!

'

$

0

#

7$!

,

$

%

7

'

,

$

&

!

+

%

7

'

$

!

#

$

2!'%

2!'%2!.

'

3

2!',!

$

"

'因为
,

$

&

!

&

"

+

%

!

'

$

(

"

"2

(

"

02

3

2!!00

!

,

$

&

!

&

"

+

%

"

'

$

(

"

!"

(

"

#2

3

2!!0"

!

,

$

&

!

&

"

+

%

#

'

$

(

"

"'

(

"

'2

3

2!#0'

!

由全概率公式得
,

$

&

!

&

"

'

$

0

#

7$!

,

$

%

7

'!

,

$

&

!

&

"

+

%

7

'

3

!

#

$

2!!00%2!!0"%2!#0'

'

3

2!""!

探究
"

!

贝叶斯公式的应用$选学'

(例
#

)某人到武汉参加会议!他乘火车"轮

船"汽车或飞机去的概率分别为
2!"

!

2!!

!

2!#

!

2!'!

如果他乘火车"轮船"汽车前去!迟到的概

率分别为
!

#

!

!

!"

!

!

'

!乘飞机不会迟到
!

结果他迟

到了!则他乘汽车去的概率是多少*

(解析)设
%$

%迟到&!

&

!

$

%乘火车&!

&

"

$

%乘轮船&!

&

#

$

%乘汽车&!

&

'

$

%乘飞机&

!

根据题意!有
,

$

&

!

'

$2!"

!

,

$

&

"

'

$2!!

!

,

$

&

#

'

$2!#

!

,

$

&

'

'

$2!'

!

'%"



,

$

%

+

&

!

'

$

!

#

!

,

$

%

+

&

"

'

$

!

!"

!

,

$

%

+

&

#

'

$

!

'

!

,

$

%

+

&

'

'

$2

!

由贝叶斯公式!

有
,

$

&

#

+

%

'

$

,

$

%

+

&

#

'

,

$

&

#

'

0

'

8

$!

,

$

%

+

&

8

'

,

$

&

8

'

$

!

'

&2!#

!

#

&2!"%

!

!"

&2!!%

!

'

&2!#%2&2!'

$

2!2,0

2!!0

$2!0

!

所以他迟到时!乘汽车去的概率为
2!0!

贝叶斯公式其实就是全概率公式的

一种变形!它与全概率公式是互逆的
!

当结果

发生了!求某个原因的概率就用贝叶斯公式
!

(变式训练
#

)一批树苗
!22

株为一捆!抽

取
!2

株检查!有病株!则不通过
!

一捆树苗中

的病株数
2 ! " # '

概率
2!! 2!" 2!' 2!" 2!!

!!

求一捆树苗通过检查!没有病株的概率

$精确到
2!2!

'

!

(解析)

%

7

$

/一捆树苗中有
7

株病株
+

7$

2

!

!

!

"

!

#

!

'

0!

&$

/一捆树苗通过检查0

!

由题设

所给条件!可求出
,

$

&

+

%

2

'

$!

!

,

$

&

+

%

!

'

$

261

!

,

$

&

+

%

"

'

3

26/!

!

,

$

&

+

%

#

'

3

26,#

!

,

$

&

+

%

'

'

3

26.0!

由全概率公式知所求的概率为
,

$

&

'

$

0

'

7$2

,

$

%

7

'

,

$

&

+

%

7

'

$26!&!%26"&261%26'

&26/!%26"&26,#%26!&26.0$26/!0!

由贝叶斯公式得所求概率为

,

$

%

2

+

&

'

$

,

$

%

2

'

,

$

&

+

%

2

'

0

'

8

$2

,

$

%

8

'

,

$

&

+

%

8

'

$

2!!&!

2!/!0

3

2!!"!

!!

设一仓库中有
!2

箱同种规格的产品!其中由

甲"乙"丙三厂生产的分别有
0

箱"

#

箱"

"

箱!

三厂产品的废品率依次为
2!!

!

2!"

!

2!#!

现从

这
!2

箱产品中任取一箱!再从这箱中任取一

件产品!求取得的产品为正品的概率
!

(解析)设
%

为事件%取得的产品为正品&!

&

!

!

&

"

!

&

#

分别表示%任取一件产品是甲"

乙"丙生产的&

!

由题设知
,

$

&

!

'

$

0

!2

!

,

$

&

"

'

$

#

!2

!

,

$

&

#

'

$

"

!2

!

,

$

%

+

&

!

'

$2!1

!

,

$

%

+

&

"

'

$2!/

!

,

$

%

+

&

#

'

$2!,

!

故
,

$

%

'

$

0

#

7$!

,

$

&

7

'

,

$

%

+

&

7

'

$

0

!2

&

1

!2

%

#

!2

&

/

!2

%

"

!2

&

,

!2

$2!/#!

"!

用甲胎蛋白法普查肝癌!令
.$

%被检验者

患肝癌&!

%$

%甲胎蛋白检验呈阳性&!

.$

%被检验者未患肝癌&!

%$

%甲胎蛋白检验呈

阴性&

!

由资料知!

,

$

%

+

.

'

$2!10

!

,

$

%

+

.

'

$

2!12!

又已知某地居民肝癌发病率
,

$

.

'

$

2!222'

!在普查中查出一批甲胎蛋白检验呈

阳性的人!求这批人中真的患肝癌的概率

,

$

.

+

%

'$精确到
2!222!

'

!

(解析)由贝叶斯公式得

,

$

.

+

%

'

$

,

$

.

'

,

$

%

+

.

'

,

$

.

'

,

$

%

+

.

'

%,

$

.

'

,

$

%

+

.

'

$

2!222'&2!10

2!222'&2!10%2!111.&2!!

3

2!22#/!

即这批人中真的有患肝癌的概率为
2!22#/!

温馨提示+请自主完成课后作业$十二'

(%"
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!

离散型随机变量及其分布列

!!

随机变量

$

!

'定义+一般地!对于随机试验样本空间

!

中的每个样本点
"

!都有唯一的实数
:

$

"

'

与之对应!我们称
:

为随机变量
!

$

"

'表示+通常用大写英文字母表示随机

变量!例如
:

!

;

!

<

#用小写英文字母表示随机

变量的取值!例如
)

!

'

!

=!

"!

离散型随机变量

可能取值为
!

有限个
!

或可以
!

一一列

举
!

的随机变量!我们称为离散型随机变量
!

#!

离散型随机变量的分布列

$

!

'定义+一般地!设离散型随机变量
:

的可

能取值为
)

!

!

)

"

!-!

)

#

!我们称
:

取每一个值
)

7

的概率
,

$

:$)

7

'

$

!

>

7

!

!

7$!

!

"

!-!

#

为
:

的
!

概率分布列
!

!简称
!

分布列
!

!

$

"

'表示+与函数的表示法类似!离散型随

机变量的分布列也可以用表格表示$如下表'!

还可以用
!

图形
!

表示
!

:

)

!

)

"

-

)

#

, >

!

>

"

-

>

#

!!

$

#

'性质+

!

>

7

'!

2

!

!

7$!

!

"

!-!

#

#

"

>

!

%

>

"

%

-

%

>

#

$

!

!

!

!

'!

两点分布

: 2 !

, !3

> >

!!

若随机变量
:

的分布列具有上表的形式!

我们称
:

服从两点分布或
!

23!

!

分布
!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'广州某水文站观察到一天中珠江的水位

:

为离散型随机变量
!

$

&

'

$

"

'抛掷质地均匀的骰子一次!出现
!

点的

次数可以称为随机变量
!

$

"

'

$

#

'如果
:

是一个离散型随机变量!那么
:

取每一个可能值的概率都是非负数
!

$

"

'

$

'

'在离散型随机变量分布列中!每一个可

能值对应的概率可以为任意的实数
!

$

&

'

$

0

'在离散型随机变量分布列中!在某一范

围内取值的概率等于它取这个范围内各值

的概率之积
!

$

&

'

$

.

'在离散型随机变量分布列中!所有概率

之和为
!!

$

"

'

"!

下列表格中!不是某个随机变量的分布列的

是 $

(

'

)*

: 2 ! "

, 2!, 2!!0 2!!0

+*

: 3" 2 " '

, 2!0 2!" 2!# 2

(*

: ! " #

,

3

!

#

!

"

"

#

-*

: ! " #

, :

;

! :

;

" :

;

0

#!

一个口袋内装有除颜色外其他都相同的
#

个红球"

"

个蓝球
!

现从中任取
#

个!用
:

表

示所取球中红球的个数!则
:

的所有可能取

值为
!

!

!

"

!

#

!

!

)%"



'!

设离散型随机变量
:

的分布列如下表+

: ! " # '

,

!

.

!

#

!

.

>

则
>

$

!

!

#

!

!

(解析)由分布列的性质可知
>

$!3

!

.

3

!

#

3

!

.

$

!

#

!

探究
!

!

随机变量的概念

(例
!

)$

!

'$多选题'抛掷一枚质地均匀的

硬币一次!不能作为随机变量的是 $

)(-

'

)*

抛掷硬币的次数

+*

出现正面的次数

(*

出现正面或反面的次数

-*

出现正面和反面的次数之和

$

"

'$多选题'下列随机变量是离散型随机

变量的是 $

)+

'

)*

从
!2

张已编好号码的卡片$从
!

号到

!2

号'中任取
!

张!取出的卡片的号数

+*

一个袋中装有
0

个白球和
0

个黑球!从

中任取
#

个!其中所含白球的个数

(*

某林场树木最高为
#24

!此林场中树

木的高度

-*

某加工厂加工的某种钢管的外径与规

定的外径尺寸之差

(解析)$

!

'选
)(-!

抛掷一枚硬币一次!可

能出现的结果是正面向上或反面向上!以某一

个为标准!如正面向上的次数来描述这一随机

试验!那么正面向上的次数就是随机变量
:

!

:

的取值是
2

!

!

!故
+

正确
!

而
)

中抛掷次数

就是
!

!不是随机变量#

(

中标准不明确#

-

中!

出现正面和反面的次数之和为必然事件!试验

前便知是必然出现的结果!也不是随机变量
!

$

"

'选
)+!)

中只要取出一张!便有一个

号码!因此被取出的卡片号数可以一一列出!

符合离散型随机变量的定义
!

+

中从
!2

个球中取
#

个球!所得的结果有

以下几种+

#

个白球!

"

个白球和
!

个黑球!

!

个

白球和
"

个黑球!

#

个黑球!即其结果可以一一

列出!符合离散型随机变量的定义
!

(

中林场树木的高度是一个随机变量!它

可以取$

2

!

#2

2内的一切值!无法一一列出!不

是离散型随机变量
!

-

中实际测量值与规定值之间的差值无

法一一列出!不是离散型随机变量
!

$

!

'判断随机试验的三个条件+

!

试验在相同条件下可以重复进行#

"

试验的所有可能的结果是明确的!并且

每次试验的可能结果不止一个#

#

每次试验的结果恰好是一个!而且在每

次试验前无法预知出现哪个结果
!

$

"

'判定是否为离散型随机变量的关键是

随机变量
:

的所有取值是否可以一一列出
!

(变式训练
!

)$

!

'$多选题'下列变量中!是

随机变量的是 $

)(-

'

)*

某射击手射击一次命中的环数

+*

在标准大气压下!水沸腾的温度

(*

抛掷两枚质地均匀的骰子!所得点数

之和

-*

某电话总机在时间区间$

2

!

3

'内收到

呼叫的次数

$

"

'指出下列随机变量是否为离散型随机

*%"



变量!并说明理由
!

!

某超市
0

月份每天的销售额#

"

江西九江市长江水位监测站所测水位

在$

2

!

"1

2这一范围内变化!该水位站所测水

位
:!

(解析)$

"

'

!

是离散型随机变量
!

某超市
0

月份每天的销售额可以一一列出!故为离散型

随机变量
!

"

不是离散型随机变量
!

水位在$

2

!

"1

2这

一范围内变化!不能一一列出!故不是离散型

随机变量
!

探究
"

!

用随机变量表示试验的结果

(例
#

)写出下列随机变量的所有可能取

值!并说明随机变量所取的值表示的随机试验

的结果
!

$

!

'一个袋中装有
/

个红球"

#

个白球!从

中任取
0

个球!其中所含白球的个数为
:

#

$

"

'一个袋中有
0

个同样大小的黑球!编

号为
!

!

"

!

#

!

'

!

0

!从中任取
#

个球!取出的球的

最大号码记为
:!

(解析)$

!

'

:$2

表示取出的
0

个球全是

红球#

:$!

表示取到
!

个白球"

'

个红球#

:$"

表示取到
"

个白球"

#

个红球#

:$#

表示取到
#

个白球"

"

个红球
!

$

"

'

:$#

表示取出的球编号为
!

!

"

!

#!

:$'

表示取出的球编号为
!

!

"

!

'

#

!

!

#

!

'

或
"

!

#

!

'!

:$0

表示取出的球编号为
!

!

"

!

0

#

!

!

#

!

0

#

!

!

'

!

0

#

"

!

#

!

0

#

"

!

'

!

0

或
#

!

'

!

0!

解决用随机变量表示随机试验的结

果问题的关键点和注意点

$

!

'关键点+解决此类问题的关键是明确

随机变量的所有可能取值!以及取每一个值对

应的意义!即一个随机变量的取值对应一个或

多个随机试验的结果
!

$

"

'注意点+解答过程中不要漏掉某些试

验结果
!

(变式训练
#

)$

!

'抛掷两枚质地均匀的骰

子!记第一枚骰子掷出的点数与第二枚骰子掷

出的点数之差为
:

!则%

:

,

'

&表示的试验结

果是 $

-

'

)*

第一枚
.

点!第二枚
"

点

+*

第一枚
0

点!第二枚
!

点

(*

第一枚
"

点!第二枚
.

点

-*

第一枚
.

点!第二枚
!

点

$

"

'记某射击手射击一次所中环数为
:

!

则%

:

,

,

&表示的试验结果是
!

射击一次所中

环数为
/

环或
1

环或
!2

环
!

!

探究
#

!

离散型随机变量的分布列

(例
$

)一个箱子里装有
0

个大小相同的

球!有
#

个白球"

"

个红球!从中摸出
"

个球
!

$

!

'求摸出的
"

个球中有
!

个白球和
!

个

红球的概率#

$

"

'用
:

表示摸出的
"

个球中的白球个

数!求
:

的分布列及
,

$

:

'

!

'的值
!

(解析)一个箱子里装有
0

个大小相同的

球!有
#

个白球"

"

个红球!从中摸出
"

个球!有

(

"

0

$!2

$种'情况
!

$

!

'设摸出的
"

个球中有
!

个白球和
!

个红

球的事件为
%

!

,

$

%

'

$

(

!

#

(

!

"

!2

$

#

0

!

即摸出的
"

个

球中有
!

个白球和
!

个红球的概率
#

0

!

$

"

'

:

的所有可能取值为
2

!

!

!

"!

,

$

:$2

'

$

(

"

"

!2

$

!

!2

!

,

$

:$!

'

$

(

!

#

(

!

"

!2

$

#

0

!

"&"



,

$

:$"

'

$

(

"

#

!2

$

#

!2

!

故
:

的分布列为+

: 2 ! "

,

!

!2

#

0

#

!2

!!

,

$

:

'

!

'

$,

$

:$!

'

%,

$

:$"

'

$

#

0

%

#

!2

$

1

!2

!

求离散型随机变量的分布列的一般

步骤

$

!

'确定
:

的所有可能取值
)

7

$

7$!

!

"

!!'

以及每个取值所表示的意义
!

$

"

'利用概率的相关知识!求出每个取值

相应的概率
,

$

:$)

7

'

$

>

7

$

7$!

!

"

!!'

!

$

#

'写出分布列
!

$

'

'根据分布列的性质对结果进行检验
!

(变式训练
$

)$

!

'袋中有
0

个白球"

.

个红

球!从中摸出
"

个球!记
:$

2

!两球全红!

!

!两球非全红!

(

)

*

求随

机变量
:

的分布列
!

$

"

'将一枚质地均匀的骰子抛掷两次
!

!

求两次掷出的最小点数
:

的分布列及

,

$

:

#

#

'的值#

"

求第一次掷出的点数减去第二次掷出

的点数之差
;

的分布列及
,

$

+

;

+#

#

'的值
!

(解析)$

!

'由题意知!

:

服从两点分布!

,

$

:$2

'

$

(

"

.

(

"

!!

$

#

!!

!

所以
,

$

:$!

'

$!3

#

!!

$

/

!!

!

所以随机变量
:

的分布列为+

: 2 !

,

#

!!

/

!!

!!

$

"

'设$

7

!

8

'表示掷两次骰子后出现的点

数!

7

表示第一次的点数!

8

表示第二次的

点数
!

!

:

的可能取值为
!

!

"

!

#

!

'

!

0

!

.!

当
:$!

时!有以下可能出现的结果$

!

!

!

'!$

!

!

"

'!$

!

!

#

'!$

!

!

'

'!$

!

!

0

'!$

!

!

.

'!$

"

!

!

'!$

#

!

!

'!$

'

!

!

'!

$

0

!

!

'!$

.

!

!

'

!

故
,

$

:$!

'

$

!!

#.

!

同理!

,

$

:$"

'

$

1

#.

$

!

'

!

,

$

:$#

'

$

,

#.

!

,

$

:$'

'

$

0

#.

!

,

$

:$0

'

$

#

#.

$

!

!"

!

,

$

:$.

'

$

!

#.

!

所以
:

的分布列为+

: ! " # ' 0 .

,

!!

#.

!

'

,

#.

0

#.

!

!"

!

#.

!!

,

$

:

#

#

'

$,

$

:$!

'

%,

$

:$"

'

%

,

$

:$#

'

$

!!

#.

%

!

'

%

,

#.

$

#

'

!

"

;

的可能取值为
30

!

3'

!

3#

!

3"

!

3!

!

2

!

!

!

"

!

#

!

'

!

0!

当
;$30

时!结果只有$

!

!

.

'!

,

$

;$30

'

$

!

#.

!

同理!当
;$3'

时!

,

$

;$3'

'

$

"

#.

$

!

!/

!

,

$

;$3#

'

$

!

!"

!

,

$

;$3"

'

$

!

1

!

,

$

;$3!

'

$

0

#.

!

,

$

;$2

'

$

.

#.

$

!

.

!

,

$

;$!

'

$

0

#.

!

,

$

;$"

'

$

!

1

!

,

$

;$#

'

$

!

!"

!

,

$

;$'

'

$

!

!/

!

,

$

;$0

'

$

!

#.

!

!&"



所以
;

的分布列为+

; 30 3' 3# 3" 3! 2 ! " # ' 0

,

!

#.

!

!/

!

!"

!

1

0

#.

!

.

0

#.

!

1

!

!"

!

!/

!

#.

!!

,

$

+

;

+#

#

'

$,

$

;$3#

'

%,

$

;$3"

'

%,

$

;$3!

'

%,

$

;$2

'

%,

$

;$!

'

%

,

$

;$"

'

%,

$

;$#

'

$

!

!"

%

!

1

%

0

#.

%

!

.

%

0

#.

%

!

1

%

!

!"

$

0

.

!

探究
$

!

离散型随机变量的分布列的性质

(例
%

)设随机变量
:

的分布列
,

:$

2

0

$ '

$

(2

$

2$!

!

"

!

#

!

'

!

0

'

!

$

!

'求常数
(

的值#

$

"

'求
,

:

'

#

0

$ '

#

$

#

'求
,

!

!2

&

:

&

,

!2

$ '

!

(解析)$

!

'由
,

:$

2

0

$ '

$(2

!

2$!

!

"

!

#

!

'

!

0

可知!

0

0

2$!

,

:$

2

0

$ '

$

0

0

2$!

(2$(%"(%#(

%'(%0($!

!解得
($

!

!0

!

$

"

'由$

!

'可知
,

:$

2

0

$ '

$

2

!0

$

2$!

!

"

!

#

!

'

!

0

'!

所以
,

:

'

#

0

$ '

$,

:$

#

0

$ '

%,

:$

'

0

$ '

%

,

$

:$!

'

$

#

!0

%

'

!0

%

0

!0

$

'

0

!

$

#

'

,

!

!2

&

:

&

,

!2

$ '

$ ,

:$

!

0

$ '

%

,

:$

"

0

$ '

%,

:$

#

0

$ '

$

!

!0

%

"

!0

%

#

!0

$

"

0

!

离散型随机变量分布列的性质的

应用

$

!

'利用离散型随机变量的分布列的性质

可以求与概率有关的参数的取值或范围!还可

以检验所求分布列是否正确
!

$

"

'由于离散型随机变量的各个可能值表

示的事件是彼此互斥的!所以离散型随机变量

在某一范围内取值的概率等于它取这个范围

内各个值的概率之和
!

注意+在利用离散型随机变量分布列的性

质求参数的值时!要注意参数的取值范围
!

(变式训练
%

)$

!

'设
:

是一个离散型随机

变量!其分布列如下表+

: 3! 2 !

, 2!0

!3

#

"

? ?

"

!!

则
?

$

!

!

"

!

!

$

"

'设随机变量
:

只能取
0

!

.

!

,

!-!

!.

这

!"

个值!且取每一个值的概率均相等
!

若

,

$

:

&

)

'

$

!

!"

!则
)

的取值范围是
!

$

0

!

.

2

!

!

(解析)$

!

'由
2!0%!3

#

"

?

%

?

"

$!

!解得

?

$!

或
?

$

!

"

!

当
?

$!

时!

!3

#

"

?

&

2

不成立!

所以
?

$

!

"

!

$

"

'依题意知!

:

的分布列为+

: 0 . ,

"

!.

,

!

!"

!

!"

!

!"

"

!

!"

!!

由分布列知!

,

$

:

&

)

'

$,

$

:$0

'

$

!

!"

!

故
)

$

$

0

!

.

2

!

#&"



!!

$多选题'下列变量是离散型随机变量的是

$

)(

'

)!

某高速公路上某收费站
!

小时内经过的

车辆数

+!

一个沿直线
'

$)

进行随机运动的质点!

它在该直线上的位置是一个随机变量

(!

某网站
!

小时内的点击量

-!

一天内的温度

(解析)选
)(!)

是!因为
!

小时内经过该收

费站的车辆可一一列出
!+

不是!质点在直线

'

$)

上运动时的位置无法一一列出
!(

是!

!

小时内网站的访问次数可一一列出
!-

不是!

!

天内的温度是该天最低温度和最高温度这

一范围内的任意实数!无法一一列出
!

"!

袋中有大小相同的红球
.

个"白球
0

个!从袋

中每次任意取出
!

个球!直到取出的球是白

球为止!所需要的取球次数为随机变量
:

!

则
:

的可能取值为 $

+

'

)*!

!

"

!

#

!

'

!

0

!

. +*!

!

"

!

#

!

'

!

0

!

.

!

,

(*2

!

!

!

"

!

#

!

'

!

0 -*!

!

"

!

#

!

'

!

0

(解析)选
+!

由于取到白球时取球停止!所以

取球次数可以是
!

!

"

!

#

!"!

,!

#!

已知随机变量
:

的分布列如表所示$其中
(

为常数'+

: 2 ! " # '

, 2!! 2!" 2!' 2!" (

则下列计算结果正确的是 $

(

'

)*,

$

:

&

"

'

$2!, +*,

$

:

'

"

'

$2!.

(*,

$

:

'

#

'

$2!# -*,

$

:

#

!

'

$2!"

(解析)选
(!

易得
($2!!

!

,

$

:

'

#

'

$2!#!

'!

设某项试验的成功率是失败率的
"

倍!用随

机变量
:

描述一次试验的成功次数!则

,

$

:$2

'

$

!

!

#

!

!

(解析)设
,

$

:$!

'

$

>

!则
,

$

:$2

'

$!3

>

!

依题意知!

>

$"

$

!3

>

'!解得
>

$

"

#

!

故
,

$

:$2

'

$!3

>

$

!

#

!

0!

某高二数学兴趣小组有
,

位同学!其中有
'

位参加过高一数学%南方杯&竞赛
!

若从该小

组中任选
#

位同学参加高二数学%南方杯&

竞赛!求这
#

位同学中参加过高一数学%南

方杯&竞赛的人数
:

的分布列及
,

$

:

&

"

'

的值
!

(解析)由题意可知!

:

的可能取值为
2

!

!

!

"

!

#!

则
,

$

:$2

'

$

(

2

'

(

#

#

(

#

,

$

!

#0

!

,

$

:$!

'

$

(

!

'

(

"

#

(

#

,

$

!"

#0

!

,

$

:$"

'

$

(

"

'

(

!

#

(

#

,

$

!/

#0

!

,

$

:$#

'

$

(

#

'

(

2

#

(

#

,

$

'

#0

!

所以随机变量
:

的分布列为+

: 2 ! " #

,

!

#0

!"

#0

!/

#0

'

#0

,

$

:

&

"

'

$,

$

:$2

'

%,

$

:$!

'

$

!

#0

%

!"

#0

$

!#

#0

!

温馨提示+请自主完成课后作业$十三'

$&"



&!$

!

离散型随机变量的数字特征

第
"

课时
!

离散型随机变量的均值

!!

离散型随机变量的均值或数学期望

$

!

'定义+一般地!若离散型随机变量
:

的

分布列为+

:

)

!

)

"

-

)

#

, >

!

>

"

-

>

#

则称
1

$

:

'

$

!

)

!

>

!

%)

"

>

"

%

-

%)

#

>

#

!

$

!0

#

7$!

)

7

>

7

!

为随机变量
:

的均值或数学期望
!

$

"

'意义+均值是随机变量的可能取值关

于取值概率的
!

加权平均数
!

!它综合了随机

变量的取值和取值的概率!反映了随机变量取

值的
!

平均水平
!

!

$

#

'性质+若
:

是离散型随机变量!则

!

1

$

:%*

'

$

!

1

$

:

'

%*

!

#

"

1

$

(:

'

$

!

(1

$

:

'

!

#

#

1

$

(:%*

'

$

!

(1

$

:

'

%*

!

!

"!

两点分布的均值

一般地!如果随机变量
:

服从两点分布!

那么
1

$

:

'

$2&

$

!3

>

'

%!&

>

$

>

!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'随机变量
:

的均值
1

$

:

'是一个变量!

其随
:

的变化而变化
!

$

&

'

$

"

'随机变量的均值与样本的平均值相同
!

$

&

'

$

#

'若随机变量
:

的均值为
1

$

:

'

$"

!则

1

$

":

'

$'!

$

"

'

"!

已知随机变量
:

的分布列为+

: ! " #

,

#

0

#

!2

!

!2

则
1

$

:

'

$

$

)

'

)*

#

"

+*" (*

0

"

-*#

(解析)选
)!1

$

:

'

$!&

#

0

%"&

#

!2

%#&

!

!2

$

#

"

!

#!

已知随机变量
:

的分布列为+

: 2 " '

, 26# 26" 260

则
1

$

0:%'

'

$

$

)

'

)*!. +*!! (*"6" -*"6#

(解析)选
)!

由已知得
1

$

:

'

$2&26#%"&

26"%'&260$"6'

!

故
1

$

0:%'

'

$01

$

:

'

%'$0&"6'%

'$!.!

'!

已知随机变量
:

的分布列为+

: 2 ! " #

, 26! ( * 26!

若
1

$

:

'

$!6.

!则
(3*$

$

+

'

)*26" +*326"

(*26/ -*326/

(解析)选
+!

易知
(

!

*

$

$

2

!

!

'!由
26!%(%

*%26!$!

!得
(%*$26/!

%&"



又由
1

$

:

'

$2&26!%!&(%"&*%#&

26!$!6.

!得
(%"*$!6#!

解得
($26#

!

*$260!

则
(3*$326"!

探究
!

!

求离散型随机变量的均值

(例
!

)某商店试销某种商品
"2

天!获得如

下数据+

日销售量3件
2 ! " #

天数
! 0 1 0

!!

试销结束后$假设该商品的日销售量的分

布规律不变'!设某天开始营业时有该商品
#

件!当天营业结束后检查存货!若发现存量少

于
"

件!则当天进货补充至
#

件!否则不进货!

将频率视为概率
!

$

!

'求当天商店不进货的概率#

$

"

'记
:

为第二天开始营业时该商品的件

数!求
:

的分布列和均值
!

(解析)$

!

'

,

$当天商店不进货'

$,

$当天

商店销售量为
2

件'

%,

$当天商店销售量为
!

件'

$

!

"2

%

0

"2

$

#

!2

!

$

"

'由题意知
:

的可能取值为
"

!

#

!

,

$

:$"

'

$,

$当天商品销售量为
!

件'

$

0

"2

$

!

'

!

,

$

:$#

'

$,

$当天商品销售量为
2

件'

%,

$当天商品销售量为
"

件'

%,

$当天商品

销售量为
#

件'

$

!

"2

%

1

"2

%

0

"2

$

#

'

!

故
:

的分布列为+

: " #

,

!

'

#

'

!!

所以
:

的均值为
1

$

:

'

$"&

!

'

%#&

#

'

$

!!

'

!

求离散型随机变量均值的一般步骤

$

!

'判断取值!即判断随机变量的所有可

能取值
!

$

"

'求概率!即求出随机变量取每个值时

的概率
!

$

#

'写分布列!即按规范形式写出分布列!

并注意用分布列的性质检验所求的分布列或

某事件的概率是否正确
!

$

'

'求均值!利用均值的定义求均值
!

(变式训练
!

)随机变量
:

服从两点分布!

其分布列如下表所示!则
1

$

:

'

$

$

)

'

: 2 !

,

!

0

(

!!

)*

'

0

+*

!

"

(*

"

0

-*

!

0

(解析)选
)!

由题意知
!

0

%($!

!所以
($

'

0

!

1

$

:

'

$2&

!

0

%!&($($

'

0

!

探究
"

!

离散型随机变量均值的性质

(例
#

)已知随机变量
:

的分布列为+

: 3" 3! 2 ! "

,

!

'

!

#

!

0

"

!

"2

!!

$

!

'求
1

$

:

'#

$

"

'若
;$":3#

!求
1

$

;

'

!

(解析)$

!

'由随机变量分布列的性质!得

!

'

%

!

#

%

!

0

%"%

!

"2

$!

!解得
"$

!

.

!

&&"



所以
1

$

:

'

$

$

3"

'

&

!

'

%

$

3!

'

&

!

#

%

2&

!

0

%!&

!

.

%"&

!

"2

$3

!,

#2

!

$

"

'方法一+由公式
1

$

(:%*

'

$(1

$

:

'

%*

!得
1

$

;

'

$1

$

":3#

'

$"1

$

:

'

3#

$"&

3

!,

#2

$ '

3#$3

."

!0

!

方法二+由于
;$":3#

!所以
;

的分布列为+

; 3, 30 3# 3! !

,

!

'

!

#

!

0

!

.

!

"2

!!

所以
1

$

;

'

$

$

3,

'

&

!

'

%

$

30

'

&

!

#

%

$

3#

'

&

!

0

%

$

3!

'

&

!

.

%!&

!

"2

$3

."

!0

!

利用离散型随机变量均值的性质解

决问题的思路

若给出的随机变量
;

与
:

之间的关系为

;$(:%*

!

(

!

*

为常数
!

一般思路是先求出

1

$

:

'!再利用公式
1

$

(:%*

'

$(1

$

:

'

%*

求
1

$

;

'

!

也可以利用
:

的分布列得到
;

的分

布列!由
:

的取值计算
;

的取值!对应的概率

相等!再由定义法求得
1

$

;

'

!

(变式训练
#

)若
>

为非负实数!随机变量

:

的分布列为+

: 2 ! "

,

!

"

3

>

>

!

"

!!

则
1

$

:

'的最大值为 $

+

'

)*! +*

#

"

(*

"

#

-*"

(解析)选
+!

由分布列的性质可知
2

#

>

#

!

"

!

2

#

!

"

3

>

#

!

"

!则
2

#

>

#

!

"

!所以
1

$

:

'

$

>

%!

#

#

"

!

探究
#

!

均值的实际应用

(例
$

)某公司计划购买
"

台机器!该种机

器使用三年后会被淘汰
!

该机器有一种易损零

件!在购进机器时!可以额外购买这种零件作

为备件!每个
"22

元
!

在机器使用期间!如果备

件不足再购买!则每个
022

元
!

现需决策在购

买机器时应同时购买几个易损零件!为此搜集

并整理了
!22

台这种机器在三年使用期内更

换的易损零件数!得到如下统计图+

以这
!22

台机器更换的易损零件数的频

率代替
!

台机器更换的易损零件数发生的概

率!记
:

表示
"

台机器三年内共需更换的易损

零件数!

#

表示购买
"

台机器的同时购买的易

损零件数
!

$

!

'求
:

的分布列#

$

"

'若要求
,

$

:

#

#

'

'

2!0

!确定
#

的最

小值#

$

#

'以购买易损零件所需费用的期望值为

决策依据!在
#$!1

与
#$"2

之中选其一!应

选用哪个*

(解析)$

!

'由图可得!

!

台机器在三年内需

更换的易损零件数为
/

!

1

!

!2

!

!!

的概率分别

为
2!"

!

2!'

!

2!"

!

26"

!从而

,

$

:$!.

'

$2!"&2!"$2!2'

#

,

$

:$!,

'

$"&2!"&2!'$2!!.

#

,

$

:$!/

'

$"&2!"&2!"%2!'&2!'$

2!"'

#

'&"



,

$

:$!1

'

$"&2!"&2!"%"&2!'&2!"

$2!"'

#

,

$

:$"2

'

$"&2!"&2!'%2!"&2!"$

2!"

#

,

$

:$"!

'

$"&2!"&2!"$2!2/

#

,

$

:$""

'

$2!"&2!"$2!2'!

所以
:

的分布列为+

: !. !, !/ !1 "2 "! ""

, 2!2' 2!!. 2!"' 2!"' 2!" 2!2/ 2!2'

!!

$

"

'由$

!

'知
,

$

:

#

!/

'

$2!''

!

,

$

:

#

!1

'

$2!./

!故
#

的最小值为
!1!

$

#

'购买零件所用费用含两部分!一部分

为购买零件的费用!另一部分为备件不足时额

外购买的费用!

当
#$!1

时!费用的期望为
!1&"22%022

&2!"%!222&2!2/%!022&2!2'$'2'2

!

当
#$"2

时!费用的期望为
"2&"22%022

&2!2/%!222&2!2'$'2/2!

所以应选
#$!1

更合适
!

概率模型的解答步骤

$

!

'审题!确定实际问题是哪种概率模型!

可能用到的事件类型!所用的公式有哪些
!

$

"

'确定随机变量的分布列!计算随机变

量的均值
!

$

#

'对照实际意义!得出概率"均值等所表

示的结论
!

(变式训练
$

)某超市计划按月订购一种酸

奶!每天进货量相同!进货成本为每瓶
'

元!售

价为每瓶
.

元!未售出的酸奶降价处理!以每

瓶
"

元的价格当天全部处理完
!

根据往年的销

售经验!每天需求量与当天最高气温有关
!

如

果最高气温不低于
"0<

!需求量为
022

瓶#如

果最高气温在
"2

'

"0<

之间!需求量为
#22

瓶#如果最高气温低于
"2<

!需求量为
"22

瓶
!

为了确定六月份的订购计划!统计了前三

年六月份各天的最高气温$单位+

<

'数据!得

到下面的频数分布表+

最高

气温
1

!2

!

!0

'1

!0

!

"2

'1

"2

!

"0

'1

"0

!

#2

'1

#2

!

#0

'1

#0

!

'2

'

天数
" !. #. "0 , '

!!

以最高气温位于各区间的频率代替最高

气温位于该区间的概率
!

$

!

'求六月份这种酸奶一天的需求量
:

$单位+瓶'的分布列#

$

"

'设六月份一天销售这种酸奶的利润为

;

$单位+元'!当六月份这种酸奶一天的进货量

#

$单位+瓶'为多少时!

;

的数学期望最大*

(解析)$

!

'由题意知!

:

所有可能取值为

"22

!

#22

!

022

!由表格数据知

,

$

:$"22

'

$

"%!.

12

$2!"

!

,

$

:$#22

'

$

#.

12

$2!'

!

,

$

:$022

'

$

"0%,%'

12

$2!'!

因此
:

的分布列为+

: "22 #22 022

, 2!" 2!' 2!'

!!

$

"

'由题意知!这种酸奶一天的需求量至多

为
022

瓶!至少为
"22

瓶!因此只需考虑
"22

#

#

#

022!

当
#22

#

#

#

022

时!

若最高气温不低于
"0

!则
;$.#3'#$"#

#

若最高气温位于区间1

"2

!

"0

'!则
;$.22

3"

$

#3#22

'

$!"223"#

#

若最高气温低于
"2

!则
;$'223"

$

#3

"22

'

$/223"#!

因此
1

$

;

'

$"#&2!'%

$

!"223"#

'

&

(&"



2!'%

$

/223"#

'

&2!"$.'232!'#!

当
"22

#

#

&

#22

时!

若最高气温不低于
"2

!则
;$.#3'#

$"#

#

若最高气温低于
"2

!则
;$'223"

$

#3

"22

'

$/223"#!

因此
1

$

;

'

$"#&

$

2!'%2!'

'

%

$

/223

"#

'

&2!"$!.2%!!"#!

所以
#

为
#22

时!

;

的数学期望最大
!

!!

已知随机变量
:

的分布列为+

: ! " #

, 26" 260 "

则
1

$

:

'

$

$

+

'

)*" +*"6!

(*"6# -*

随
"

的变化而变化

(解析)选
+!

因为
26"%260%"$!

!

所以
"$26#

!所以
1

$

:

'

$!&26"%"&260

%#&26#$"6!!

"!

已知某一随机变量
:

的分布列如下表所示!

若
1

$

:

'

$.!#

!则
($

$

)

'

: ( , 1

, * 2!! 2!'

)*' +*0 (*. -*,

(解析)选
)!

根据随机变量
:

的分布列可知

*%2!!%2!'$!

!

所以
*$2!0!

又
1

$

:

'

$(*%,&2!!%1&

2!'$.!#

!所以
($'!

#!

现有一个项目!对该项目每投资
!2

万元!一

年后利润是
!6"

万元"

!6!/

万元"

!6!,

万元

的概率分别为
!

.

!

!

"

!

!

#

!

随机变量
:

表示对

此项目投资
!2

万元一年后的利润!则
:

的

均值为 $

)

'

)*!6!/ +*#600

(*!6"# -*"6#/

(解析)选
)!

由题可知
:

的分布列为+

: !6" !6!/ !6!,

,

!

.

!

"

!

#

则
1

$

:

'

$!6"&

!

.

%!6!/&

!

"

%!6!,&

!

#

$!6!/!

'!

若离散型随机变量
:

的分布列为+

: 2 !

,

1+

"

3+

#3/+

试求出离散型随机变量
:

的分布列
!

(解析)由已知可得
1+

"

3+%#3/+$!

!

所以
1+

"

31+%"$2

!所以
+$

!

#

或
+$

"

#

!

检验+当
+$

!

#

时!

1+

"

3+$1&

!

#

$ '

"

3

!

#

$

"

#

,

2

!

#3/+$#3

/

#

$

!

#

,

2

#

当
+$

"

#

时!

1+

"

3+$1&

"

#

$ '

"

3

"

#

,

!

!

#3/+$#3

!.

#

&

2

$舍去'

!

故
+$

!

#

!

故所求分布列为+

: 2 !

,

"

#

!

#

温馨提示+请自主完成课后作业$十四'

)&"



第
#

课时
!

离散型随机变量的方差

!!

方差

设离散型随机变量
:

的分布列如下表

所示+

:

)

!

)

"

-

)

#

, >

!

>

"

-

>

#

!!

我们称
/

$

:

'

$

!

$

)

!

31

$

:

''

"

>

!

%

$

)

"

31

$

:

''

"

>

"

%

-

%

$

)

#

31

$

:

''

"

>

#

!

$

!0

#

7$!

$

)

7

31

$

:

''

"

>

7

!

为随机变量
:

的方

差!有时也记为
@(4

$

:

'

!

"!

标准差

称
/

$

:槡 '为随机变量
:

的标准差!记为

#

$

:

'

!

#!

方差的性质

$

!

'

/

$

:%*

'

$

!

/

$

:

'

!

#

$

"

'

/

$

(:

'

$

!

(

"

/

$

:

'

!

#

$

#

'

/

$

(:%*

'

$

!

(

"

/

$

:

'

!

!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'离散型随机变量的方差越大!随机变量

取值越集中
!

$

&

'

$

"

'若
(

是常数!则
/

$

(

'

$2!

$

"

'

$

#

'离散型随机变量的方差反映了随机变量

偏离于期望的平均程度
!

$

"

'

"!

已知随机变量
:

的分布列为+

: ! " # '

,

!

'

!

#

!

.

!

'

则
/

$

:

'

$

$

(

'

)*

"1

!"

+*

!"!

!''

(*

!,1

!''

-*

!,

!"

#!

设一个随机试验的结果只有
%

和
%

!且

,

$

%

'

$"

!令随机变量
:$

!

!

%

发生!

2

!

%

不发生!

(

)

*

则

:

的方差
/

$

:

'

$

$

-

'

)!" +!""

$

!3"

'

(!"

$

"3!

'

-!"

$

!3"

'

(解析)选
-!

随机变量
:

的分布列为+

: 2 !

, !3" "

所以
1

$

:

'

$2&

$

!3"

'

%!&"$"!

所以
/

$

:

'

$

$

23"

'

"

&

$

!3"

'

%

$

!3

"

'

"

&"$"

$

!3"

'

!

'!

已知随机变量
:

的分布列为+

: 2 ! "

,

!

#

!

#

!

#

设
;$":%#

!则
/

$

;

'

$

!

/

#

!

!

探究
!

!

求离散型随机变量的方差

(例
!

)已知随机变量
:

的分布列为+

*&"



: 3! 2 !

,

!

"

!

'

(

!!

$

!

'求
:

"的分布列#

$

"

'计算
:

的方差#

$

#

'若
;$':%#

!求
;

的均值和方差
!

(解析)$

!

'由分布列的性质!知
!

"

%

!

'

%

($!

!故
($

!

'

!从而
:

"的分布列为+

:

"

2 !

,

!

'

#

'

!!

$

"

'由$

!

'知
($

!

'

!所以
:

的均值
1

$

:

'

$

$

3!

'

&

!

"

%2&

!

'

%!&

!

'

$3

!

'

!

故
:

的方差
/

$

:

'

$

$

3!%

!

'

'

"

&

!

"

%

$

2%

!

'

'

"

&

!

'

%

$

!%

!

'

'

"

&

!

'

$

!!

!.

!

$

#

'因为
;$':%#

!所以
1

$

;

'

$'1

$

:

'

%#$"

!

/

$

;

'

$'

"

/

$

:

'

$!!!

求离散型随机变量的方差或标准差

的步骤

$

!

'明确随机变量的取值!以及取每个值

的试验结果
!

$

"

'求出随机变量取各个值时的概率
!

$

#

'写出分布列
!

$

'

'利用公式
1

$

:

'

$)

!

>

!

%)

"

>

"

%

!

%

)

7

>

7

%

!

%)

#

>

#

求出随机变量的期望
1

$

:

'

!

$

0

'代入公式
/

$

:

'

$

$

)

!

31

$

:

''

"

>

!

%

$

)

"

31

$

:

''

"

>

"

%

!

%

$

)

7

31

$

:

''

"

>

7

%

!

%

$

)

#

31

$

:

''

"

>

#

求出方差
/

$

:

'

!

$

.

'代入公式
#

$

:

'

$ /

$

:槡 '求出随机变

量的标准差
#

$

:

'

!

(变式训练
!

)已知随机变量
:

的分布

列为+

: ! " #

, 260 )

'

!!

若
1

$

:

'

$

!0

/

!则
/

$

:

'

$

$

+

'

)*

##

.'

+*

00

.'

(*

,

#"

-*

1

#"

(解析)选
+!

由分布列的性质得
)%

'

$

260!

又
1

$

:

'

$

!0

/

!所以
")%#

'

$

!!

/

!解得

)$

!

/

!

'

$

#

/

!

所以
/

$

:

'

$

$

!3

!0

/

'

"

&

!

"

%

$

"3

!0

/

'

"

&

!

/

%

$

#3

!0

/

'

"

&

#

/

$

00

.'

!

探究
"

!

方差的实际应用

(例
#

)甲"乙两名射击手在一次射击中的

得分为两个相互独立的随机变量
:

与
;

!且

:

!

;

的分布列为+

: ! " #

, ( 2!! 2!.

; ! " #

, 2!# * 2!#

!!

$

!

'求
(

!

*

的值#

$

"

'计算
:

!

;

的期望与方差!并以此分析

甲"乙的射击技术
!

(解析)$

!

'由离散型随机变量的分布列的

性质可知

(%2!!%2!.$!

!解得
($2!#!

同理!

2!#%*%2!#$!

!解得
*$2!'!

$

"

'

1

$

:

'

$!&2!#%"&2!!%#&2!.$

"!#

!

1

$

;

'

$!&2!#%"&2!'%#&2!#$"

!

/

$

:

'

$

$

!3"!#

'

"

&2!#%

$

"3"!#

'

"

&

"'"



2!!%

$

#3"!#

'

"

&2!.$2!/!

!

/

$

;

'

$

$

!3"

'

"

&2!#%

$

"3"

'

"

&2!'%

$

#3"

'

"

&2!#$2!.!

由于
1

$

:

'

,

1

$

;

'!说明在一次射击中!

甲的平均得分比乙高!但
/

$

:

'

,

/

$

;

'!说明

甲得分的稳定性不如乙!因此甲"乙两人技术

水平都不够全面!各有优势与劣势
!

利用均值和方差解决实际问题的步骤

$

!

'比较均值+离散型随机变量的均值反

映了离散型随机变量取值的平均水平!因此!

在实际决策问题中!需先计算均值!看谁的平

均水平高
!

$

"

'计算方差+方差反映了离散型随机变

量取值离散的程度
!

通过计算方差!分析谁的

发挥相对稳定
!

$

#

'下结论+依据均值和方差的意义得出

结论
!

(变式训练
#

)最近!李师傅一家三口就如

何将手中的
!2

万元钱进行投资理财!提出了

三种方案
!

第一种方案+李师傅的儿子认为!根据股

市收益大的特点!应将
!2

万元全部用来买股

票
!

据分析预测!投资股市一年后可能获利

'29

!也可能亏损
"29

$只有这两种可能'!且

获利的概率为
!

"

!

第二种方案+李师傅认为!现在股市风险

大!基金风险较小!应将
!2

万元全部用来买基

金
!

据分析预测!投资基金一年后可能获利

"29

!可能亏损
!29

!也可能不赚不赔!且这三

种情况发生的概率分别为
#

0

!

!

0

!

!

0

!

第三种方案+李师傅的妻子认为!投资股

市"基金均有风险!应将
!2

万元全部存入银行

一年!现在存款年利率为
"!"09!

针对以上三种投资方案!请你为李师傅家

选择一种合理的理财方案!并说明理由
!

(解析)若按第一种方案执行!设收益为
:

万元!则其分布列为+

: ' 3"

,

!

"

!

"

!!

:

的数学期望
1

$

:

'

$'&

!

"

%

$

3"

'

&

!

"

$!!

若按第二种方案执行!设收益为
;

万元!

则其分布列为+

; " 2 3!

,

#

0

!

0

!

0

!!

;

的数学期望
1

$

;

'

$"&

#

0

%2&

!

0

%

$

3!

'

&

!

0

$!!

若按第三种方案执行!收益
'

$!2&

"!"09$2!""0

!

因此
1

$

:

'

$1

$

;

'

,

'

!

又
/

$

:

'

$

$

'3!

'

"

&

!

"

%

$

3"3!

'

"

&

!

"

$1

!

/

$

;

'

$

$

"3!

'

"

&

#

0

%

$

23!

'

"

&

!

0

%

$

3!3

!

'

"

&

!

0

$

/

0

!

由以上可知
/

$

:

'

,

/

$

;

'

!

这说明虽然

第一种方案"第二种方案收益相等!但第二种

方案更稳妥
!

所以建议李师傅家选择第二种方案投资

较为合理
!

!'"



!!

已知随机变量
:

满足
,

$

:$!

'

$26#

!

,

$

:$"

'

$26,

!则
1

$

:

'和
/

$

:

'的值分

别为 $

-

'

)*26.

和
26, +*!6,

和
2621

(*26#

和
26, -*!6,

和
26"!

(解析)选
-!1

$

:

'

$!&26#%"&26,

$!6,

!

/

$

:

'

$

$

!3!6,

'

"

&26#%

$

"3!6,

'

"

&26,

$26"!!

"!

已知某离散型随机变量
:

服从的分布列如

下表所示!则
/

$

:

'

$

$

+

'

: 2 !

, " ""

)*

!

1

+*

"

1

(*

!

#

-*

"

#

(解析)选
+!

由题意可知
"%""$!

!所以

"$

!

#

!所以
1

$

:

'

$2&

!

#

%!&

"

#

$

"

#

!所

以
/

$

:

'

$

23

"

#

$ '

"

&

!

#

%

!3

"

#

$ '

"

&

"

#

$

"

1

!

#!

设
2

&

>

&

!

!随机变量
:

的分布列为+

: 2 ! "

,

!3

>

"

!

"

>

"

则当
>

在$

2

!

!

'内增大时! $

-

'

)*/

$

:

'减小

+*/

$

:

'增大

(*/

$

:

'先减小后增大

-*/

$

:

'先增大后减小

(解析)选
-!

由题可得
1

$

:

'

$

!

"

%

>

!

所以
/

$

:

'

$3

>

"

%

>

%

!

'

$3

>

3

!

"

$ '

"

%

!

"

!

所以当
>

在$

2

!

!

'内增大时!

/

$

:

'先增大后

减小
!

'!

已知
%

!

!

%

"

为两所高校举行的自主招生考

试!某同学参加每所高校的考试获得通过的

概率均为
!

"

!该同学一旦通过某所高校的考

试!就不再参加其他高校的考试
!

设该同学

通过高校的个数为随机变量
:

!则
/

$

:

'

$

!

#

!.

!

!

(解析)因为
:

的取值为
2

!

!

!

,

$

:$2

'

$

!

"

&

!

"

$

!

'

!

,

$

:$!

'

$

!

"

%

!

"

&

!

"

$

#

'

!

所以
1

$

:

'

$2&

!

'

%!&

#

'

$

#

'

!

/

$

:

'

$

1

!.

&

!

'

%

!

!.

&

#

'

$

#

!.

!

温馨提示+请自主完成课后作业$十五"十六'

#'"



&!%

!

二项分布与超几何分布

第
"

课时
!

二项分布

!!#

重伯努利试验

$

!

'概念+只包含
!

两
!

个可能结果的试

验叫做伯努利试验!我们将一个伯努利试验

!

独立地重复
!

进行
#

次所组成的随机试验

称为
#

重伯努利试验
!

$

"

'特征+

!

同一个伯努利试验
!

重复
!

做
#

次#

"

各次试验的结果
!

相互独立
!

!

"!

二项分布

一般地!在
#

重伯努利试验中!设每次试

验中事件
%

发生的概率为
>

$

2

&

>

&

!

'!用
:

表示事件
%

发生的次数!则
:

的分布列为

,

$

:$2

'

$

!

(

2

#

>

2

$

!3

>

'

#32

!

!

2$2

!

!

!

"

!

-!

#!

如果随机变量
:

的分布列具有上式的

形式!则称随机变量
:

服从二项分布!记作

!

:

'

&

$

#

!

>

'

!

!

#!

二项分布的均值与方差

如果
:

'

&

$

#

!

>

'!那么
1

$

:

'

$

!

#

>

!

!

/

$

:

'

$

!

#

>

$

!3

>

'

!

!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'

#

重伯努利试验的每次试验结果可以有

多种
!

$

&

'

$

"

'

#

重伯努利试验的每次试验的条件可以

略有不同
!

$

&

'

$

#

'两点分布是二项分布的特殊情形
!

$

"

'

"!

设随机变量
:

'

&

.

!

!

"

$ '

!则
,

$

:$#

'

$

$

)

'

)*

0

!.

+*

#

!.

(*

0

/

-*

#

/

(解析)选
)!

因为
:

'

&

.

!

!

"

$ '

!

所以
,

$

:$#

'

$(

#

.

!

"

$ '

#

!3

!

"

$ '

#

$

0

!.

!

#!

设随机变量
:

'

&

$

#

!

>

'!且
1

$

:

'

$!6.

!

/

$

:

'

$!6"/

!则 $

)

'

)*#$/

!

>

$26" +*#$'

!

>

$26'

(*#$0

!

>

$26#" -*#$,

!

>

$26'0

(解析)选
)!

由已知有
#

>

$!6.

!

#

>

$

!3

>

'

$!6"/

!

(

)

*

解得
#$/

!

>

$26"!

'!

将一枚质地均匀的硬币抛掷
.

次!则正面出

现的次数比反面出现的次数多的概率

为
!

!!

#"

!

!

(解析)正面出现的次数比反面出现的次数多!

则正面可以出现
'

次"

0

次或
.

次!所求概率

,$(

'

.

!

"

$ '

'

!3

!

"

$ '

"

%(

0

.

!

"

$ '

0

!3

!

"

$ '

!

%

(

.

.

!

"

$ '

.

!3

!

"

$ '

2

$

!!

#"

!

$'"



0!

牧场有
!2

头牛!因误食含有病毒的饲料而

被感染
!

已知该病的发病率为
2!2"

!设发病

的牛的头数为
:

!则
/

$

:

'

$

!

2!!1.

!

!

(解析)因为
:

'

&

$

!2

!

2!2"

'!

所以
/

$

:

'

$!2&2!2"&

$

!32!2"

'

$

2!!1.!

探究
!

!

伯努利试验的概率

(例
!

)已知甲"乙两人各射击一次!击中目

标的概率分别是
"

#

和
#

'

!每次射击是否击中目

标相互之间没有影响
!

$

!

'求甲射击
#

次!至少
!

次未击中目标的

概率#

$

"

'求两人各射击
"

次!甲恰好击中目标
"

次且乙恰好击中目标
!

次的概率
!

$结果用分

数表示'

(解析)$

!

'记%甲射击
#

次至少有
!

次未击

中目标&为事件
%

!

!由题意!射击
#

次!相当于

#

次伯努利试验!故
,

$

%

!

'

$!3,

$

%

!

'

$!3

"

#

$ '

#

$

!1

",

!

$

"

'记%甲射击
"

次!恰有
"

次击中目标&为

事件
%

"

!%乙射击
"

次!恰有
!

次击中目标&为

事件
&

"

!则
,

$

%

"

'

$(

"

"

&

"

#

$ '

"

$

'

1

!

,

$

&

"

'

$

(

!

"

&

#

'

$ '

!

&

!3

#

'

$ '

$

#

/

!

由于甲"乙射击相互

独立!故
,

$

%

"

&

"

'

$

'

1

&

#

/

$

!

.

!

伯努利试验概率求法的三个步骤

(变式训练
!

)已知某气象站天气预报的准

确率为
/29

!求+

$

!

'

0

次预报中恰有
"

次准确的概率#

$

"

'

0

次预报中至少有
"

次准确的概率
!

$结果保留到小数点后第
"

位'

(解析)$

!

'记%预报一次准确&为事件
%

!

则
,

$

%

'

$2!/!

0

次预报相当于
0

次独立重复试验
!

%恰有
"

次准确&的概率为
,$(

"

0

&2!/

"

&2!"

#

$2!20!"

3

2!20

!

因此
0

次预报中恰有
"

次准确的概率约为

2!20!

$

"

'%

0

次预报中至少有
"

次准确&的对立

事件为%

0

次预报全部不准确或只有
!

次准

确&!其概率为
,$(

2

0

&2!"

0

%(

!

0

&2!/&2!"

'

$2!22.,"!

所以所求概率为
!3,$!32!22.,"

3

2!11!

所以%

0

次预报中至少有
"

次准确&的概率

约为
2!11!

探究
"

!

二项分布

(例
#

)一名学生每天骑自行车上学!从家

到学校的途中有
0

个路口!假设他在各路口遇

到红灯的事件是相互独立的!并且概率都是
!

#

!

$

!

'求这名学生在途中遇到红灯的次数
:

的分布列#

$

"

'求这名学生在首次遇到红灯或到达目

%'"



的地停车前经过的路口数
;

的分布列#

$

#

'求这名学生在途中至少遇到一次红灯

的概率
!

(解析)$

!

'由
:

'

&

0

!

!

#

$ '

!则

,

$

:$2

'

$(

2

0

!

#

$ '

2

"

#

$ '

032

!

2$2

!

!

!

"

!

#

!

'

!

0!

故
:

的分布列为+

: 2 ! " # ' 0

,

#"

"'#

/2

"'#

/2

"'#

'2

"'#

!2

"'#

!

"'#

!!

$

"

'

;

的分布列为
,

$

;$2

'

$,

$前
2

个

是绿灯!第
2%!

个是红灯'

$

"

#

$ '

2

!

!

#

!

2$2

!

!

!

"

!

#

!

'!

,

$

;$0

'

$,

$

0

个均为绿灯'

$

"

#

$ '

0

!

故
;

的分布列为+

; 2 ! " # ' 0

,

!

#

"

1

'

",

/

/!

!.

"'#

#"

"'#

!!

$

#

'所求概率为
,

$

:

'

!

'

$!3,

$

:$2

'

$!3

"

#

$ '

0

$

"!!

"'#

!

利用二项分布解决实际应用问题的

思路

$

!

'根据题意设出随机变量
!

$

"

'分析随机变量是否服从二项分布
!

$

#

'找到参数
#

$试验的次数'和
>

$事件发

生的概率'

!

$

'

'写出二项分布的分布列
!

(变式训练
#

)$

!

'位于坐标原点的一个质

点
,

按下列规则移动+质点每次移动一个单

位!移动的方向为向上或向右!并且向上"向右

移动的概率都是
!

"

!质点
,

移动
0

次后位于点

$

"

!

#

'的概率是 $

+

'

)*

!

"

$ '

0

+*(

"

0

!

"

$ '

0

(*(

#

#

!

"

$ '

#

-*(

"

0

(

#

0

!

"

$ '

0

$

"

'袋中有
/

个白球"

"

个黑球!从中随机

地连续抽取
#

次!每次取
!

个球
!

求+有放回抽

样时!取到黑球的次数
:

的分布列
!

(解析)$

!

'选
+!

质点
,

由原点移动到$

"

!

#

'需要移动
0

次!且必须有
"

次向右!

#

次向上!所

以质点
,

移动
0

次后位于点$

"

!

#

'的概率即为质

点
,

的
0

次移动中恰有
"

次向右移动的概率!而

每一次向右移动的概率都是
!

"

!所以向右移动的

次数
:

'

&

0

!

!

"

$ '

!所以所求的概率为
,

$

:$"

'

$(

"

0

!

"

$ '

"

!

"

$ '

#

$(

"

0

!

"

$ '

0

!

$

"

'有放回抽样时!取到黑球的次数
:

可

能的取值为
2

!

!

!

"

!

#!

由于每次取到黑球的概

率均为
!

0

!

#

次取球可以看成
#

次独立重复试

验!则
:

'

&

#

!

!

0

$ '

!则

,

$

:$2

'

$(

2

#

&

!

0

$ '

2

&

'

0

$ '

#

$

.'

!"0

!

,

$

:$!

'

$(

!

#

&

!

0

$ '

!

&

'

0

$ '

"

$

'/

!"0

!

,

$

:$"

'

$(

"

#

&

!

0

$ '

"

&

'

0

$ '

!

$

!"

!"0

!

,

$

:$#

'

$(

#

#

&

!

0

$ '

#

&

'

0

$ '

2

$

!

!"0

!

所以
:

的分布列为+

&'"



: 2 ! " #

,

.'

!"0

'/

!"0

!"

!"0

!

!"0

探究
#

!

二项分布的均值与方差

(例
$

)某商场为刺激消费!拟按以下方案

进行促销+顾客每消费
022

元便得到抽奖券
!

张!每张抽奖券的中奖概率为
!

"

!若中奖!商场

返还顾客现金
!22

元
!

某顾客现购买一台价格

为
"#22

元的台式电脑!得到抽奖券
'

张
!

每次

抽奖互不影响
!

$

!

'设该顾客抽奖后中奖的抽奖券张数为

:

!求随机变量
:

的分布列#

$

"

'设该顾客购买台式电脑的实际支出为

;

$元'!用
:

表示
;

!并求随机变量
;

的均值
!

(解析)$

!

'因为每张奖券是否中奖是相互

独立的!

因此
:

'

&

'

!

!

"

$ '

!

所以
,

$

:$2

'

$(

2

'

&

!

"

$ '

'

$

!

!.

!

,

$

:$!

'

$(

!

'

&

!

"

$ '

'

$

!

'

!

,

$

:$"

'

$(

"

'

&

!

"

$ '

'

$

#

/

!

,

$

:$#

'

$(

#

'

&

!

"

$ '

'

$

!

'

!

,

$

:$'

'

$(

'

'

&

!

"

$ '

'

$

!

!.

!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! " # '

,

!

!.

!

'

#

/

!

'

!

!.

!!

$

"

'因为
:

'

&

'

!

!

"

$ '

!所以
1

$

:

'

$'&

!

"

$"!

又由题意可知
;$"#223!22:

!

所以
1

$

;

'

$1

$

"#223!22:

'

$"#223

!221

$

:

'

$"#223!22&"$"!22!

即所求随机变量
;

的均值为
"!22

元
!

正确认识二项分布及其应用

$

!

'在解决有关均值和方差问题时!要认

真审题!如果题目中离散型随机变量符合二项

分布!可直接利用公式求期望和方差!以简化

问题的解答过程
!

$

"

'熟记
1

$

:

'

$#

>

和
/

$

:

'

$#

>

$

!3

>

'并

能灵活运用
!

(变式训练
$

)为防止风沙危害!某地决定

建设防护绿化带!种植杨树"沙柳等植物
!

某人

一次种植了
#

株沙柳!各株沙柳成活与否是相

互独立的!成活率为
>

!

设
:

为沙柳成活的株

数!数学期望
1

$

:

'

$#

!标准差
/

$

:槡 '

$

槡.

"

!

$

!

'求
#

!

>

的值并写出
:

的分布列#

$

"

'若有
#

株或
#

株以上的沙柳未成活!则

需要补种!求需要补种沙柳的概率
!

(解析)因为每一株沙柳的成活率均为
>

!

种植了
#

株沙柳!则
:

服从二项分布!即
:

'

&

$

#

!

>

'

!

$

!

'由
1

$

:

'

$#

>

$#

!

/

$

:

'

$#

>

$

!3

>

'

$

#

"

!

得
!3

>

$

!

"

!从而
#$.

!

>

$

!

"

!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! " # ' 0 .

,

!

.'

.

.'

!0

.'

"2

.'

!0

.'

.

.'

!

.'

!!

$

"

'记%需要补种沙柳&为事件
%

!则
,

$

%

'

$,

$

:

#

#

'!

所以
,

$

%

'

$

!%.%!0%"2

.'

$

"!

#"

!

''"



!!

设随机变量
:

'

&

.

!

!

"

$ '

!则
,

$

:

#

"

'

$

$

)

'

)*

!!

#"

+*

,

#"

(*

"!

#"

-*

,

.'

(解析)选
)!,

$

:

#

"

'

$,

$

:$2

'

%,

$

:$!

'

%,

$

:$"

'

$(

2

.

&

!

"

$ '

.

%(

!

.

&

!

"

$ '

.

%(

"

.

&

!

"

$ '

.

$

!!

#"

!

"!

在
'

次独立重复试验中!事件
%

发生的概率

相同!若事件
%

至少发生
!

次的概率为
.0

/!

!

则事件
%

在
!

次试验中发生的概率为

$

)

'

)*

!

#

+*

"

0

(*

0

.

-*

#

'

(解析)选
)!

设事件
%

在一次试验中发生的

概率为
>

!由题意得
!3(

2

'

>

2

$

!3

>

'

'

$

.0

/!

!

所以
!3

>

$

"

#

!

>

$

!

#

!

#!

在
'

次独立重复试验中!随机事件
%

恰好发

生
!

次的概率不大于其恰好发生
"

次的概

率!则事件
%

在
!

次试验中发生的概率
>

的

取值范围是
!

1

2!'

!

!

'

!

!

(解析)由题意知

(

!

'

>

$

!3

>

'

#

#

(

"

'

>

"

$

!3

>

'

"

!

解得
>

'

2!'!

'!

某次考试中!第一大题由
!"

个选择题组成!

每题选对得
0

分!不选或错选得
2

分
!

小王选

对每题的概率为
26/

!则其第一大题得分的

均值为
!

'/

!

!

(解析)设小王选对的个数为
:

!得分为
;$

0:

!则
:

'

&

$

!"

!

26/

'!

1

$

:

'

$#

>

$!"&26/$16.

!

1

$

;

'

$1

$

0:

'

$01

$

:

'

$0&16.$'/!

0!

抛掷一枚质地均匀的骰子!用
:

表示掷出偶

数点的次数
!

$

!

'若抛掷
!

次!求
1

$

:

'和
/

$

:

'#

$

"

'若抛掷
!2

次!求
1

$

:

'和
/

$

:

'

!

(解析)$

!

'由题意知!

:

服从两点分布!

:

的

分布列为+

: 2 !

,

!

"

!

"

所以
1

$

:

'

$

>

$

!

"

!

/

$

:

'

$

>

$

!3

>

'

$

!

"

&

!3

!

"

$ '

$

!

'

!

$

"

'由题意知
:

'

&

!2

!

!

"

$ '

!

所以
1

$

:

'

$#

>

$!2&

!

"

$0

!

/

$

:

'

$#

>

$

!3

>

'

$!2&

!

"

&

!3

!

"

$ '

$

0

"

!

温馨提示+请自主完成课后作业$十七'

('"



第
#

课时
!

超几何分布

!!

超几何分布的概念

一般地!假设一批产品共有
$

件!其中有

A

件次品!从
$

件产品中随机抽取
#

件$不放

回'!用
:

表示抽取的
#

件产品中的次品数!则

:

的分布列为
,

$

:$2

'

$

!

(

2

A

(

#32

$3A

(

#

$

!

!

2$

"

!

"%!

!

"%"

!-!

4!

其中
#

!

A

!

$

$

+

%

!

A

#

$

!

#

#

$

!

"$4=>

/

2

!

#3$%A

0!

4$

4?@

/

#

!

A

0

!

如果随机变量
:

的分布列具有上式

的形式!那么称随机变量
:

服从超几何分布
!

"!

超几何分布的均值

设随机变量
:

服从超几何分布!则
:

可

以解释为从包含
A

件次品的
$

件产品中!不

放回地随机抽取
#

件产品中的次品数
!

令
>

$

A

$

!则
>

是
$

件产品的次品率!而
:

#

是抽取的

#

件产品的次品率!则
1

$

:

'

$

!

#

>

!

!

!!

$多选题'下列随机事件中的随机变量
:

不

服从超几何分布的是 $

)(-

'

)*

将一枚质地均匀的硬币连续抛掷
#

次!正

面向上的次数为
:

+*

从
,

名男生
#

名女生共
!2

名学生干部中选

出
0

名优秀学生干部!选出女生的人数为
:

(*

某射击手的命中率为
2!/

!现对目标射击

!

次!命中目标的次数为
:

-*

盒中有
'

个白球和
#

个黑球!每次从中摸

出
!

个球且不放回!首次摸出黑球时的总

次数为
:

(解析)选
)(-!

一般地!假设一批产品共有

$

件!其中有
A

件次品!从
$

件产品中随

机抽取
#

件$不放回'!用
:

表示抽取的
#

件

产品中的次品数!则
:

的分布列为
,

$

:$

2

'

$

(

2

A

(

#32

$3A

(

#

$

!称随机变量
:

服从超几何分

布
!

故
)(-

项错误
!

"!!0

个村庄中有
,

个村庄交通不方便!用
:

表示任选
!2

个村庄中交通不方便的村庄

数!则
:

服从超几何分布!其参数为 $

)

'

)*$$!0

!

A$,

!

#$!2

+*$$!0

!

A$!2

!

#$,

(*$$""

!

A$!2

!

#$,

-*$$""

!

A$,

!

#$!2

(解析)选
)!

由超几何分布的概念可知
)

正确
!

#!

袋中有
!2

个球!其中
,

个是红球!

#

个是白

球!任意取出
#

个!这
#

个都是红球的概率是

$

+

'

)*

!

!"2

+*

,

"'

(*

,

!2

-*

#

,

(解析)选
+!

取出的红球服从超几何分布!故

,$

(

#

,

(

2

#

(

#

!2

$

,

"'

!

'!

从装有
#

个红球"

"

个白球的袋中随机取出
"

个球!设其中有
:

个红球!求随机变量
:

的

分布列
!

)'"



(解析)

,

$

:$2

'

$

(

"

"

(

"

0

$2!!

!

,

$

:$!

'

$

(

!

#

(

!

"

(

"

0

$2!.

!

,

$

:$"

'

$

(

"

#

(

"

0

$2!#!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! "

, 2!! 2!. 2!#

探究
!

!

超几何分布的概率计算

(例
!

)有一批产品!其中有
.

件正品和
'

件次品!从中任取
#

件!至少有
"

件次品的概率

为
!

!

#

!

!

(解析)从
!2

件产品任取
#

件的取法共有

(

#

!2

种!其中所取的三件中%至少有
"

件次品&

包括
"

件次品"

#

件次品!取法分别为
(

"

'

(

!

.

!

(

#

'

!

因此所求的概率
,$

(

"

'

(

!

.

%(

#

'

(

#

!2

$

!

#

!

解决此类问题的关键是判断所给问

题是否属于超几何分布问题
!

建立超几何分布

列的关键是确定求
,

$

:$2

'的组合关系式
!

(变式训练
!

)一盒中有
!"

个乒乓球!其中

1

个新的"

#

个旧的
!

从盒中任取
#

个球来用!

用完后装回盒中!此时盒中旧球个数
:

是一个

随机变量!则
,

$

:$'

'

$

$

(

'

)*

!

""2

+*

",

00

(*

",

""2

-*

"!

"0

(解析)选
(!:$'

表示取出的
#

个球为
"

个旧球"

!

个新球!故
,

$

:$'

'

$

(

"

#

(

!

1

(

#

!"

$

",

""2

!

探究
"

!

超几何分布的分布列

(例
#

)某校高三年级某班的数学课外活动

小组中有
.

名男生"

'

名女生!从中选出
'

人参

加数学竞赛!用
:

表示其中的男生人数
!

求
:

的分布列
!

(解析)依题意随机变量
:

服从超几何分

布!所以
,

$

:$2

'

$

(

2

.

(

'32

'

(

'

!2

$

2$2

!

!

!

"

!

#

!

'

'

!

所以
,

$

:$2

'

$

(

2

.

(

'

'

(

'

!2

$

!

"!2

!

,

$

:$!

'

$

(

!

.

(

#

'

(

'

!2

$

'

#0

!

,

$

:$"

'

$

(

"

.

(

"

'

(

'

!2

$

#

,

!

,

$

:$#

'

$

(

#

.

(

!

'

(

'

!2

$

/

"!

!

,

$

:$'

'

$

(

'

.

(

2

'

(

'

!2

$

!

!'

!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! " # '

,

!

"!2

'

#0

#

,

/

"!

!

!'

!!

求超几何分布的分布列的步骤

$

!

'验证随机变量服从超几何分布!并确

定参数
$

!

A

!

#

的值
!

$

"

'根据超几何分布的概率计算公式计算

出随机变量取每个值时的概率
!

$

#

'用表格的形式写出分布列
!

(变式训练
#

)元旦联欢晚会上!某校师生一

起做游戏!数学老师制作了六张卡片放在盒子

里!卡片上分别写着以下函数+

6

!

$

)

'

$)

"

%!

!

*'"



6

"

$

)

'

$)

#

!

6

#

$

)

'

$

:@

+

)

+

)

!

6

'

$

)

'

$)ABC)

!

6

0

$

)

'

$

+

C?@)

+

!

6

.

$

)

'

$#3)!

$

!

'现在取两张卡片!记事件
%

为%所得两

个函数的奇偶性相同&!求事件
%

的概率#

$

"

'从盒中不放回地逐一抽取卡片!若取

到一张卡片上的函数是奇函数则停止抽取!否

则继续进行!记停止时已抽取的次数为
:

!求

:

的分布列
!

(解析)$

!

'根据题意!知
6

"

$

)

'!

6

#

$

)

'!

6

'

$

)

'是奇函数!

6

!

$

)

'!

6

0

$

)

'是偶函数!

6

.

$

)

'是非奇非偶函数!

所以
,

$

%

'

$

(

"

#

%(

"

"

(

"

.

$

'

!0

!

$

"

'根据题意!随机变量
:

的所有可能取

值为
!

!

"

!

#

!

'!

,

$

:$!

'

$

(

!

#

(

!

.

$

!

"

!

,

$

:$"

'

$

(

!

#

(

!

#

(

!

.

(

!

0

$

#

!2

!

,

$

:$#

'

$

(

!

#

(

!

"

(

!

#

(

!

.

(

!

0

(

!

'

$

#

"2

!

,

$

:$'

'

$

(

!

#

(

!

"

(

!

#

(

!

.

(

!

0

(

!

'

(

!

#

$

!

"2

!

所以
:

的分布列为

: ! " # '

,

!

"

#

!2

#

"2

!

"2

探究
#

!

超几何分布的综合应用

(例
$

)某高校文学院和理学院的学生组队

参加大学生辩论赛!文学院推荐了
"

名男生"

#

名女生!理学院推荐了
'

名男生"

#

名女生!文

学院和理学院所推荐的学生一起参加集训!由

于集训后学生水平相当!从参加集训的男生中

随机抽取
#

人!女生中随机抽取
#

人组成代

表队
!

$

!

'求文学院至少有
!

名学生入选代表队

的概率#

$

"

'某场比赛前!从代表队的
.

名学生中

再随机抽取
'

名参赛!记
:

表示参赛的男生人

数!求
:

的分布列
!

(解析)$

!

'由题意!参加集训的男"女学生

各有
.

人!参赛学生全从理学院中抽出$相当

于文学院中没有学生入选代表队'的概率为

(

#

#

(

#

'

(

#

.

(

#

.

$

!

!22

!因此文学院至少有
!

名学生入选

代表队的概率为
!3

!

!22

$

11

!22

!

$

"

'由题意知
:

的可能取值为
!

!

"

!

#!

,

$

:$!

'

$

(

!

#

(

#

#

(

'

.

$

!

0

!

,

$

:$"

'

$

(

"

#

(

"

#

(

'

.

$

#

0

!

,

$

:$#

'

$

(

!

#

(

#

#

(

'

.

$

!

0

!

所以
:

的分布列为+

: ! " #

,

!

0

#

0

!

0

!!

利用超几何分布的知识解决与概率

相关的问题!关键是将实际问题转化为超几何

分布的模型
!

在利用超几何分布的模型时!将

实际背景与超几何分布的模型相比较!认清实

质!可将问题涉及的对象转化为%产品&%次品&

等进行分析
!

(变式训练
$

)在心理学研究中!常采用对

比试验的方法评价不同心理暗示对人的影响!

具体方法如下+将参加试验的志愿者随机分成

两组!一组接受甲种心理暗示!另一种接受乙

种心理暗示!通过对比这两组志愿者接受心理

"("



暗示后的结果来评价两种心理暗示的作用!现

有
.

名男志愿者
%

!

!

%

"

!

%

#

!

%

'

!

%

0

!

%

.

和
'

名女志愿者
&

!

!

&

"

!

&

#

!

&

'

!从中随机抽取
0

人

接受甲种心理暗示!另
0

人接受乙种心理

暗示
!

$

!

'求接受甲种心理暗示的志愿者中包含

%

!

但不包含
&

!

的概率#

$

"

'用
:

表示接受乙种心理暗示的女志愿

者人数!求
:

的分布列
!

(解析)$

!

'记%接受甲种心理暗示的志愿

者中包含
%

!

但不包含
&

!

&的事件为
A

!

则
,

$

A

'

$

(

'

/

(

0

!2

$

0

!/

!

$

"

'由题意知
:

的所有可能取值为
2

!

!

!

"

!

#

!

'

!则

,

$

:$2

'

$

(

0

.

(

0

!2

$

!

'"

!

,

$

:$!

'

$

(

'

.

(

!

'

(

0

!2

$

0

"!

!

,

$

:$"

'

$

(

#

.

(

"

'

(

0

!2

$

!2

"!

!

,

$

:$#

'

$

(

"

.

(

#

'

(

0

!2

$

0

"!

!

,

$

:$'

'

$

(

!

.

(

'

'

(

0

!2

$

!

'"

!

因此
:

的分布列为+

: 2 ! " # '

,

!

'"

0

"!

!2

"!

0

"!

!

'"

!!

$多选题'一个袋中有
.

个同样大小的黑球!编

号为
!

!

"

!

#

!

'

!

0

!

.

!还有
'

个同样大小的白球!

编号为
,

!

/

!

1

!

!2!

现从中任取
'

个球!下列几

种变量中服从超几何分布的是 $

(-

'

)*:

表示取出的球的最大号码

+*:

表示取出的球的最小号码

(*

取出一个黑球记
"

分!取出一个白球记
!

分!

:

表示取出的
'

个球的总得分

-*:

表示取出的黑球个数

(解析)选
(-!

对于
)

!

:

的可能取值为
'

!

0

!

.

!

,

!

/

!

1

!

!2

!不是从
2

开始的连续自然

数!故不服从超几何分布#同理
+

也不服从#

-

中
:

和黑球的个数有关!球根据颜色可以

分成固定数目的两类!且
:

的取值为
2

!

!

!

"

!

#

!

'

!故服从超几何分布
!

"!

一个盒子里装有大小相同的红球"白球共
#2

个!其中白球
'

个
!

从中任取
"

个!则概率为

(

!

".

(

!

'

%(

"

'

(

"

#2

的事件是 $

+

'

)*

没有白球
+*

至少有一个白球

(*

至少有一个红球
-*

至多有一个白球

(解析)选
+!

(

!

".

(

!

'

%(

"

'

(

"

#2

$

(

!

".

(

!

'

(

"

#2

%

(

"

'

(

"

#2

表示任

取的两个球中只有一个白球和两个都是白

球的概率!即至少有一个白球的概率
!

#!

袋中有
.

个红球"

'

个白球!从袋中任取
'

个

球!则至少有
"

个白球的概率是
!

"#

'"

!

!

(解析)设取出的白球个数为离散型随机变

量
:

!则
:

的所有可能取值为
2

!

!

!

"

!

#

!

'

!

则
,

$

:

'

"

'

$,

$

:$"

'

%,

$

:$#

'

%

,

$

:$'

'

$

(

"

'

(

"

.

(

'

!2

%

(

#

'

(

!

.

(

'

!2

%

(

'

'

(

2

.

(

'

!2

$

12%"'%!

"!2

$

!!0

"!2

$

"#

'"

!

故至少有
"

个白球的

概率为
"#

'"

!

'!

某手机经销商在已购买某品牌手机的市民

中抽取
"2

人参加宣传活动!这
"2

人中年龄

!("



低于
#2

岁的有
0

人
!

现从这
"2

人中随机选

取
"

人各赠送一部手机!记
:

为选取的年龄

低于
#2

岁的人数!则
,

$

:$!

'

$

!

!0

#/

!

!

(解析)

,

$

:$!

'

$

(

!

0

(

!

!0

(

"

"2

$

!0

#/

!

0!

学校文艺队的每位队员唱歌"跳舞至少会一

项!已知会唱歌的有
"

人!会跳舞的有
0

人!

现从中选
"

人
!

设
:

为选出的人中既会唱

歌又会跳舞的人数!且
,

$

:

,

2

'

$

,

!2

!

$

!

'求文艺队的队员人数#

$

"

'写出
:

的分布列
!

(解析)设既会唱歌又会跳舞的有
)

人!则文

艺队中共有$

,3)

'人!只会一项的人数是

$

,3")

'人
!

$

!

'因为
,

$

:

,

2

'

$,

$

:

'

!

'

$!3,

$

:$2

'

$

,

!2

!

所以
,

$

:$2

'

$

#

!2

!即
(

"

,3")

(

"

,3)

$

#

!2

!

所以
$

,3")

'$

.3")

'

$

,3)

'$

.3)

'

$

#

!2

!解得
)$"!

故文艺队共有
0

人
!

$

"

'

:

的取值为
2

!

!

!

"

!

,

$

:$2

'

$

(

"

#

(

2

"

(

"

0

$

#

!2

!

,

$

:$!

'

$

(

!

"

(

!

#

(

"

0

$

#

0

!

,

$

:$"

'

$

(

"

"

(

"

0

$

!

!2

!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! "

,

#

!2

#

0

!

!2

温馨提示+请自主完成课后作业$十八'

#("



&!'

!

正态分布

!!

正态曲线

若
6

$

)

'

$

!

!

#

"槡
(

D

3

$

)3

$

'

"

"

#

"

!

!

)

$

-!

其中

$

$

-

!

#,

2

为参数!我们称
6

$

)

'为正态密度

函数!称它的图象为正态密度曲线!简称正态

曲线
!

"!

正态分布

$

!

'若随机变量
:

的概率分布密度函数为

6

$

)

'!则称随机变量
:

服从正态分布!记为

:

'

$

$

$

!

#

"

'

!

特别地!当
$

$

!

2

!

!

#

$

!

!

!

时!

称随机变量
:

服从标准正态分布
!

$

"

'若
:

'

$

$

$

!

#

"

'!则
1

$

:

'

$

!

$

!

!

/

$

:

'

$

!#

"

!

!

#!

正态曲线的特点

$

!

'曲线是单峰的!它关于直线
!

)$

$

!

对称#

$

"

'曲线在
)$

$

处达到峰值
!

!

#

"槡
(

!

#

$

#

'当
+

)

+

无限增大时!曲线无限接近

!

)

轴
!

!

'!#

#

原则

$

!

'假设
:

'

$

$

$

!

#

"

'!可以证明+对给定

的
2

$

+

%

!

,

$

$

32

##

:

#

$

%2

#

'是一个只与

2

有关的定值
!

特别地!

,

$

$

3

##

:

#

$

%

#

'

3

2!./",

!

,

$

$

3"

##

:

#

$

%"

#

'

3

2!10'0

!

,

$

$

3#

##

:

#

$

%#

#

'

3

2!11,#!

$

"

'在一次试验中!

:

的取值几乎总落在

区间1

$

3#

#

!

$

%#

#

2内!而在此区间以外取值

的概率大约只有
!

2!22",

!

!通常认为这种情

况几乎不可能发生
!

$

#

'在实际应用中!通常认为服从于正态

分布
$

$

$

!

#

"

'的随机变量
:

只取1

$

3#

#

!

$

%

#

#

2中的值!这在统计学中称为
#

#

原则
!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'函数
6

$

)

'

$

!

#

"槡
(

D

3

$

)3

$

'

"

"

#

"

中参数
$

!

#

的

意义分别是样本的均值与方差
!

$

&

'

$

"

'正态曲线是单峰的!其与
)

轴之间的区域

的面积是随参数
$

!

#

的变化而变化的
!

$

&

'

$

#

'正态曲线可以关于
'

轴对称
!

$

"

'

"!

设有一正态总体!它的概率分布密度曲线是

函数
6

$

)

'的图象!且
6

$

)

'

$

!

/槡
(

D

3

$

)3!2

'

"

/

!

则这个正态总体的均值与标准差分别是

$

+

'

)*!2

与
/ +*!2

与
"

(*/

与
!2 -*"

与
!2

#!

设随机变量
:

服从正态分布
$

$

"

!

1

'

!

若

,

$

:

,

+%!

'

$,

$

:

&

+3!

'!则
+$

$

+

'

)*! +*" (*# -*'

'!

已知随机变量
:

'

$

$

2

!

!

'!则
:

在区间

$

3

E

!

3"

'内取值的概率约为 $

-

'

)*2610' +*262'.

(*261,, -*262"#

$("



0!

若
:

'

$

2

!

'

1

$ '

!则
:

落在$

3"

!

"

'内的概

率为
!

2611,#

!

!

(解析)由题可得
$

$2

!

#

$

"

#

!

,

$

3"

&

:

&

"

'

$,

$

$

3#

#&

:

&

$

%#

#

'

$2611,#!

探究
!

!

正态密度函数

(例
!

)如图是一条正态曲线!试根据该图

象写出其对应的正态密度函数的解析式!求出

服从这一分布的随机变量的均值和方差
!

(解析)从图象可知!该正态曲线关于直线

)$"2

对称!最大值为
!

"槡
(

!

所以
$

$"2

!

!

"槡
(#

$

!

"槡
(

!

所以
#

$槡"!

于是
6

$

)

'

$

!

"槡
(

D

3

$

)3"2

'

"

'

!

)

$

-

!随机变量

的均值是
$

$"2

!方差是
#

"

$

$槡"'

"

$"!

正态密度函数解析式的求法

利用图象求正态密度函数的解析式!应抓

住图象的实质!主要有两点+一是对称轴
)$

$

!二是最值
!

#

"槡
(

!

这两点确定以后!相应参数

$

!

#

便确定了!代入便可求出相应的解析式
!

(变式训练
!

)$

!

'某市组织了一次高三调

研考试!考试后统计的数学成绩服从正态分布!

其正态密度函数为
6

$

)

'

$

!

!2 "槡
(

D

3

$

)3/2

'

"

"22

$

)

$

-

'!则下列命题不正确的是 $

+

'

)*

该市这次考试中数学的平均成绩为

/2

分

+*

分数在
!"2

分以上的人数与分数在
.2

分以下的人数相同

(*

分数在
!!2

分以上的人数与分数在
02

分以下的人数相同

-*

该市这次考试中数学成绩的标准差

为
!2

$

"

'若一个正态密度函数是偶函数!且该

函数的最大值为
!

' "槡
(

!

求该正态密度函数的

解析式
!

(解析)$

!

'选
+!

由正态密度函数知!均值

$期望'

$

$/2

!标准差
#

$!2!

又曲线关于直线

)$/2

对称!故分数为
!22

分以上的人数与分

数在
.2

分以下的人数相同!所以
+

是错误的
!

$

"

'由于该正态密度函数是一个偶函数!所

以其图象关于
'

轴对称!即
$

$2!

由于
!

"槡
(#

$

!

"槡
(

!

'

!所以
#

$'

!

故该正态密度函数的解析式是
6

$

)

'

$

!

' "槡
(

D

3

)

"

#"

!

)

$

-!

探究
"

!

利用正态分布的性质求概率

(例
#

)设
:

'

$

$

!

!

"

"

'!试求+

$

!

'

,

$

3!

#

:

#

#

'#

$

"

'

,

$

#

&

:

#

0

'

!

(解析)因为
:

'

$

$

!

!

"

"

'!所以
$

$!

!

#

$"!

$

!

'

,

$

3!

#

:

#

#

'

$,

$

!3"

#

:

#

!%"

'

$,

$

$

3

##

:

#

$

%

#

'

3

2!./",!

%("



$

"

'因为
,

$

#

&

:

#

0

'

$,

$

3#

#

:

&

3!

'!

所以
,

$

#

&

:

#

0

'

$

!

"

1

,

$

3#

#

:

#

0

'

3,

$

3!

#

:

#

#

'2

$

!

"

1

,

$

!3'

#

:

#

!%'

'

3,

$

!3"

#

:

#

!%"

'2

$

!

"

1

,

$

$

3"

##

:

#

$

%"

#

'

3,

$

$

3

##

:

#

$

%

#

'2

3

!

"

$

2!10'032!./",

'

$2!!#01!

求正态总体在某个区间内取值的概

率的策略

$

!

'充分利用正态曲线的对称性和曲线与

)

轴之间面积为
!!

$

"

'熟记
,

$

$

3

##

:

#

$

%

#

'!

,

$

$

3

"

##

:

#

$

%"

#

'!

,

$

$

3#

##

:

#

$

%#

#

'

的值
!

$

#

'注意概率值的求解转化+

!

,

$

:

&

(

'

$!3,

$

:

'

(

'#

"

,

$

:

&

$

3(

'

$,

$

:

,

$

%(

'#

#

若
*

&

$

!则
,

$

:

&

*

'

$

!3,

$

*

#

:

#

"

$

3*

'

"

!

(变式训练
#

)$

!

'若
:

'

$

$

"

!

#

"

'!且

,

$

:

&

'

'

$26/

!则
,

$

2

&

:

&

"

'

$

$

(

'

)*2!. +*2!'

(*2!# -*2!"

$

"

'若
:

'

$

$

!

!

'

'!

,

$

"

&

:

&

#

'

$(

!则

,

$

:

#

3!

'

%,

$

!

#

:

#

"

'

$

$

+

'

)*

!3(

"

+*

!

"

3(

(*(%2622#( -*

!

"

%(

(解析)$

!

'选
(!

因为
,

$

:

&

'

'

$2!/

!所

以
,

$

:

,

'

'

$2!"!

由题意知图象$如图'的对称轴为直线
)$"

!

,

$

:

&

2

'

$,

$

:

,

'

'

$2!"

!

所以
,

$

2

&

:

&

'

'

$!3,

$

:

&

2

'

3

,

$

:

,

'

'

$2!.!

所以
,

$

2

&

:

&

"

'

$

!

"

,

$

2

&

:

&

'

'

$2!#!

$

"

'选
+!

因为随机变量
:

服从正态分布

$

$

!

!

'

'!所以正态曲线关于直线
)$!

对称
!

因

为
,

$

"

&

:

&

#

'

$(

!所以
,

$

3!

&

:

&

2

'

$(

!

,

$

!

#

:

#

"

'

$,

$

2

#

:

#

!

'!

,

$

:

#

3!

'

%

,

$

!

#

:

#

"

'

$

!

"

3(!

探究
#

!

正态分布的实际应用

(例
$

)在某次数学考试中!考生的成绩
:

服从正态分布!即
:

'

$

$

12

!

!22

'

!

$

!

'试求考试成绩
:

位于区间1

,2

!

!!2

2内

的概率#

$

"

'若这次考试共有
"222

名考生!试估计

考试成绩在1

/2

!

!22

2内的考生有多少人
!

(解析)因为
:

'

$

$

12

!

!22

'!所以
$

$12

!

#

$!2!

$

!

'由于正态变量在区间1

$

3"

#

!

$

%"

#

2

内取值的概率是
2!10'0

!而该正态分布中
$

3

"

#

$123"&!2$,2

!

$

%"

#

$12%"&!2$

!!2

!所以考试成绩
:

位于区间1

,2

!

!!2

2内的

概率为
2!10'0!

$

"

'由
$

$12

!

#

$!2

!得
$

3

#

$/2

!

$

%

#

$

!22!

由于正态变量在区间1

$

3

#

!

$

%

#

2内取值

的概率是
2!./",

!所以考试成绩
:

位于区间

1

/2

!

!22

2内的概率就是
2!./",!

一共有
"222

&("



名考生!所以考试成绩在1

/2

!

!22

2间的考生大

约有
"222&2!./",

3

!#.0

$人'

!

正态分布的应用及求解策略

解答此类题目的关键在于将待求的问题向

1

$

3

#

!

$

%

#

2!1

$

3"

#

!

$

%"

#

2!1

$

3#

#

!

$

%#

#

2

这三个区间进行转化!然后利用上述区间的概

率求出相应的概率!在此过程中会用到化归思

想及数形结合思想
!

(变式训练
$

)某厂生产的圆柱形零件的外

直径
:

服从正态分布
$

$

'

!

2!0

"

'

!

质量检查人

员从该厂生产的
!222

个零件中随机抽查一

个!测得它的外直径为
0!,A4

!该厂生产的这

批零件是否合格*

(解析)由于
:

服从正态分布
$

$

'

!

2!0

"

'!

由正态分布的性质!可知
:

在1

'3#&2!0

!

'%

#&2!0

2之外取值的概率只有
2!22",

!而
0!,

4

1

"!0

!

0!0

2!

这说明在一次试验中!出现了几乎不可能

发生的小概率事件!据此可以认为该批零件是

不合格的
!

!!

某市进行教学质量检测!甲"乙"丙三科考试

成绩的正态曲线如图所示$由于人数众多!

成绩分布的直方图可视为正态曲线'!下列

说法中正确的是 $

)

'

)*

甲科总体成绩的标准差最小

+*

丙科总体成绩的平均数最小

(*

乙科总体成绩的标准差及平均数都居中

-*

甲"乙"丙三科成绩的平均数不相同

"!

已知随机变量
:

服从正态分布
$

$

2

!

#

"

'!若

,

$

:

,

"

'

$262"#

!则
,

$

3"

#

:

#

"

'

$

$

(

'

)*2!',, +*2!."/

(*2!10' -*2!1,,

(解析)选
(!

由题意可知随机变量
:

服从正

态分布
$

$

2

!

#

"

'!所以图象关于
'

轴对称
!

又
,

$

:

,

"

'

$2!2"#

!

所以
,

$

3"

#

:

#

"

'

$!3,

$

:

,

"

'

3,

$

:

&

3"

'

$!3",

$

:

,

"

'

$2!10'!

#!

若随机变量
:

'

$

$

!2

!

#

"

'!

,

$

1

#

:

#

!!

'

$

2!'

!则
,

$

:

,

!!

'

$

!

2!#

!

!

(解析)由
,

$

1

#

:

#

!!

'

$26'

且正态曲线

以
)$!2

为对称轴知!

,

$

1

#

:

#

!!

'

$",

$

!2

#

:

#

!!

'

$26'

!

即
,

$

!2

#

:

#

!!

'

$26"

!

又
,

$

:

'

!2

'

$260

!

所以
,

$

:

,

!!

'

$260326"$26#!

'!

设
:

'

$

$

0

!

!

'!求
,

$

.

&

:

#

,

'

!

(解析)由已知得
,

$

'

#

:

#

.

'

3

2!./",

!

,

$

#

#

:

#

,

'

3

2!10'0!

又因为正态曲线关于直线
)$0

对称!

所以
,

$

#

#

:

&

'

'

%,

$

.

&

:

#

,

'

3

2!10'032!./",

$2!",!/!

由对称性知
,

$

#

#

:

&

'

'

$,

$

.

&

:

#

,

'!

所以
,

$

.

&

:

#

,

'

$

2!",!/

"

$2!!#01!

温馨提示+请自主完成课后作业$十九'

'("



随机变量及其分布复习

要点
!

!

条件概率和全概率公式

(例
!

)口袋中有
"

个白球和
'

个红球!现

从中不放回地连续随机抽取两次!每次抽取
!

个!求+

$

!

'第一次取出的是红球的概率#

$

"

'第一次和第二次取出的都是红球的

概率#

$

#

'在第一次取出红球的条件下!第二次

取出的是红球的概率
!

(解析)记事件
%

+第一次取出的是红球#

事件
&

+第二次取出的是红球
!

$

!

'从中随机不放回地连续抽取两次!每

次抽取
!

个!所有基本事件共
.&0

个#第一次

取出的是红球!第二次取出的是其余
0

个球中

的任一个!符合条件的有
'&0

个!所以
,

$

%

'

$

'&0

.&0

$

"

#

!

$

"

'从中随机不放回地连续抽取两次!每次

抽取
!

个!所有基本事件共
.&0

个#第一次和第

二次都取出的是红球!相当于取两个球!都是红

球!符合条件的有
'&#

个!所以
,

$

%&

'

$

'&#

.&0

$

"

0

!

$

#

'利用条件概率的计算公式!可得

,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

"

0

"

#

$

#

0

!

条件概率的两个求解策略

$

!

'定义法+计算
,

$

%

'!

,

$

&

'!

,

$

%&

'!利用

,

$

%

+

&

'

$

,

$

%&

'

,

$

&

'

或
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$ '

求解
!

$

"

'缩小样本空间法+利用
,

$

&

+

%

'

$

#

$

%&

'

#

$

%

'

求解
!

此法常用于古典概型的概率计算

问题
!

(变式训练
!

)$

!

'某个电路开关闭合后会

出现红灯或绿灯闪烁!已知开关第一次闭合后

出现红灯的概率为
!

"

!两次闭合后都出现红灯

的概率为
!

0

!则在第一次闭合后出现红灯的条

件下!第二次闭合后出现红灯的概率为 $

(

'

)*

!

!2

+*

!

0

(*

"

0

-*

!

"

$

"

'一个盒子中有
.

个白球"

'

个黑球!从

中不放回地每次任取
!

个!连取
"

个!求第二次

取到白球的概率
!

(解析)$

!

'选
(!

设%第一次闭合后出现红

灯&为事件
%

!%第二次闭合后出现红灯&为事

件
&

!则由题意可得
,

$

%

'

$

!

"

!

,

$

%&

'

$

!

0

!

则在第一次闭合后出现红灯的条件下第二次

闭合出现红灯的概率是
,

$

&

+

%

'

$

,

$

%&

'

,

$

%

'

$

(("



!

0

!

"

$

"

0

!

$

"

'事件
%$

/第一次取到白球0!事件

&$

/第二次取到白球0

!

因为
&$%&

-

5

%&

!且
%&

与5

%&

互不相

容!所以

,

$

&

'

$,

$

%&

'

%,

$

5

%&

'

$,

$

%

'!

,

$

&

+

%

'

%,

$

5

%

'

,

$

&

+

5

%

'

$

.

!2

&

0

1

%

'

!2

&

.

1

$

#

0

!

要点
"

!

二项分布

(例
#

)某学校为了丰富学生的课余生活!

以班级为单位组织学生开展古诗词背诵比赛!

随机抽取题目!背诵正确加
!2

分!背诵错误减

!2

分!只有%正确&和%错误&两种结果
!

其中某

班背诵正确的概率为
>

$

"

#

!背诵错误的概率

为
?

$

!

#

!记该班完成
#

首背诵后总得分为
5

#

!

$

!

'求
5

.

$"2

且
5

7

'

2

$

7$!

!

"

!

#

'的

概率#

$

"

'记
:$

+

5

0

+

!求
:

的数学期望及方差

$精确到
2!2!

'

!

(解析)$

!

'当
5

.

$"2

时!即背诵
.

首后!

'

首正确!

"

首错误
!

若第
!

首和第
"

首背诵正确!则其余
'

首

可任意背诵
"

首正确#

若第
!

首背诵正确!第
"

首背诵错误!第
#

首背诵正确!其余
#

首可任意背诵
"

首正确!故

所求的概率

,$

"

#

$ '

"

&(

"

'

&

"

#

$ '

"

&

!

#

$ '

"

%

"

#

&

!

#

&

"

#

&(

"

#

&

"

#

$ '

"

&

!

#

$

!.

/!

!

$

"

'因为
:$

+

5

0

+

的取值为
!2

!

#2

!

02!

又

>

$

"

#

!

?

$

!

#

!

所以
,

$

:$!2

'

$(

#

0

&

"

#

$ '

#

&

!

#

$ '

"

%

(

"

0

&

"

#

$ '

"

&

!

#

$ '

#

$

'2

/!

!

,

$

:$#2

'

$(

'

0

&

"

#

$ '

'

&

!

#

%(

!

0

&

"

#

&

!

#

$ '

'

$

#2

/!

!

,

$

:$02

'

$(

0

0

"

#

$ '

0

%(

2

0

!

#

$ '

0

$

!!

/!

!

所以
:

的分布列为+

: !2 #2 02

,

'2

/!

#2

/!

!!

/!

!!

所以
1

$

:

'

$!2&

'2

/!

%#2&

#2

/!

%02&

!!

/!

$

!/02

/!

3

""6/'

!

/

$

:

'

$

'2

/!

&

!23

!/02

/!

$ '

"

%

#2

/!

&

#23

!/02

/!

$ '

"

%

!!

/!

&

023

!/02

/!

$ '

"

3

"2260/!

解决此类问题!一定要掌握如何建

模!这一点至关重要!利用二项分布求解时!注

意
#

是独立重复试验的次数!

>

是每次试验中

某事件发生的概率
!

(变式训练
#

)为了解某校今年高三毕业班

报考飞行员的学生的体重情况!将所得的数据

整理后!画出了如图所示的频率分布直方图
!

已知图中从左到右的前三组的频率之比为

!5"5#

!其中第
"

组的频数为
!"!

)("



$

!

'求该校报考飞行员的总人数#

$

"

'以这所学校的样本数据来估计全省的

总体数据!若从全省报考飞行员的学生中$人

数很多'任选
#

人!设
:

表示体重超过
.2F

;

的学生人数!求
:

的分布列
!

(解析)$

!

'设该校报考飞行员的人数为
#

!

前三个小组的频率分别为
>

!

!

>

"

!

>

#

!

则由条件可得

>

"

$"

>

!

!

>

#

$#

>

!

!

>

!

%

>

"

%

>

#

%

$

2!2#,%2!2!#

'

&0$!!

(

)

*

解得
>

!

$2!!"0

!

>

"

$2!"0

!

>

#

$2!#,0!

又
>

"

$2!"0$

!"

#

!解得
#$'/

!所以该校

报考飞行员的总人数为
'/!

$

"

'由$

!

'可得!估计抽到一个报考学生的

体重超过
.2F

;

的概率为
,$!3

$

2!!"0%

2!"0

'

$

0

/

!

依题意有
:

'

&

#

!

0

/

$ '

!

故
,

$

:$2

'

$(

2

#

0

/

$ '

2

#

/

$ '

#32

!

2$2

!

!

!

"

!

#!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! " #

,

",

0!"

!#0

0!"

""0

0!"

!"0

0!"

要点
#

!

两点分布与超几何分布

(例
$

)一个袋中装有
.

个形状"大小完全

相同的小球!其中红球有
#

个!编号为
!

!

"

!

#

#

黑球有
"

个!编号为
!

!

"

#白球有
!

个!编号为

!!

现从袋中一次随机抽取
#

个球
!

$

!

'求取出的
#

个球的颜色都不相同的

概率#

$

"

'记取得
!

号球的个数为随机变量
:

!

求随机变量
:

的分布列
!

(解析)$

!

'从袋中一次随机抽取
#

个球!基

本事件总数
#$(

#

.

$"2

!取出的
#

个球的颜色都

不相同包含的基本事件的个数为
(

!

#

(

!

"

(

!

!

$.

!所

以取出的
#

个球的颜色都不相同的概率
,$

.

"2

$

#

!2

!

$

"

'由题意知
:$2

!

!

!

"

!

#!

,

$

:$2

'

$

(

#

#

(

#

.

$

!

"2

!

,

$

:$!

'

$

(

!

#

(

"

#

(

#

.

$

1

"2

!

,

$

:$"

'

$

(

"

#

(

!

#

(

#

.

$

1

"2

!

,

$

:$#

'

$

(

#

#

(

#

.

$

!

"2

!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! " #

,

!

"2

1

"2

1

"2

!

"2

!!

解决超几何分布问题的注意事项

$

!

'在产品抽样检验中!如果采用的是不

放回抽样!则抽到的次品数服从超几何分布
!

$

"

'在超几何分布公式中!

,

$

:$2

'

$

(

2

A

(

#32

$3A

(

#

$

!

$

#

'如果随机变量
:

服从超几何分布!只

*("



要代入公式即可求得相应概率!关键是明确随

机变量
:

的所有取值
!

$

'

'当超几何分布用表格表示较繁杂时!

可用解析式法表示
!

(变式训练
$

)某小组共
!2

人!利用假期参

加义工活动
!

已知参加义工活动次数为
!

!

"

!

#

的人数分别为
#

!

#

!

'!

现从这
!2

人中随机选出

"

人作为该组代表参加座谈会
!

$

!

'设事件
%

为%选出的
"

人参加义工活

动次数之和为
'

&!求事件
%

发生的概率#

$

"

'设随机变量
:

为选出的
"

人参加义工

活动次数之差的绝对值!求
:

的分布列和数学

期望
!

(解析)$

!

'由题意得!

,

$

%

'

$

(

!

#

(

!

'

%(

"

#

(

"

!2

$

!

#

!

所以事件
%

发生的概率为
!

#

!

$

"

'随机变量
:

的所有可能取值为
2

!

!

!

"!

,

$

:$2

'

$

(

"

#

%(

"

#

%(

"

'

(

"

!2

$

'

!0

!

,

$

:$!

'

$

(

!

#

(

!

#

%(

!

#

(

!

'

(

"

!2

$

,

!0

!

,

$

:$"

'

$

(

!

#

(

!

'

(

"

!2

$

'

!0

!

所以
:

的分布列为+

: 2 ! "

,

'

!0

,

!0

'

!0

!!

1

$

:

'

$2&

'

!0

%!&

,

!0

%"&

'

!0

$!!

要点
$

!

离散型随机变量的数字特征及应用

(例
%

)某商场举行有奖促销活动!顾客购

买一定金额的商品后即可抽奖
!

抽奖规则

如下+

!!

抽奖方案有以下两种+

方案
(

+从装有
"

个红球"

#

个白球$仅颜

色不同'的甲袋中随机摸出
"

个球!若都是红

球!则获得奖金
#2

元#否则!没有奖金!兑奖后

将摸出的球放回甲袋中
!

方案
*

+从装有
#

个红球"

"

个白球$仅颜

色不同'的乙袋中随机摸出
"

个球!若都是红

球!则获得奖金
!0

元#否则!没有奖金!兑奖后

将摸出的球放回乙袋中
!

"!

抽奖条件+顾客购买商品的金额满
!22

元!可根据方案
(

抽奖一次#满
!02

元!可根据

方案
*

抽奖一次
!

$假如某顾客购买商品的金

额为
".2

元!则该顾客可以根据方案
(

抽奖两

次或方案
(

!

*

各抽奖一次'已知顾客
%

在该商

场购买商品的金额为
#02

元
!

$

!

'若顾客
%

只选择方案
(

进行抽奖!求

其所获奖金的期望#

$

"

'要使所获奖金的期望值最大!顾客
%

应如何抽奖*

(解析)$

!

'按方案
(

抽奖一次!获得奖金

的概率
,$

(

"

"

(

"

0

$

!

!2

!

顾客
%

只选择方案
(

进行抽奖!则其可以

按方案
(

抽奖三次
!

此时中奖次数服从二项分布
&

#

!

!

!2

$ '

!

设所得奖金为
B

!

元!则
1

$

B

!

'

$#&

!

!2

&#2$1!

即顾客
%

所获奖金的期望为
1

元
!

$

"

'若顾客
%

按方案
(

抽奖两次!方案
*

抽奖一次!则按方案
(

中奖的次数服从二项分

布
&

!

"

!

!

!2

$ '

!按方案
*

中奖的次数服从二项分

布
&

"

!

!

#

!2

$ '

!

")"



设所得奖金为
B

"

元!则
1

$

B

"

'

$"&

!

!2

&#2%!&

#

!2

&!0$!2!0!

若顾客
%

按方案
*

抽奖两次!则中奖的次

数服从二项分布
&

#

"

!

#

!2

$ '

!

设所得奖金为
B

#

元!则
1

$

B

#

'

$"&

#

!2

&!0$1!

结合$

!

'可知!

1

$

B

!

'

$1

$

B

#

'

&

1

$

B

"

'

!

所以顾客
%

应该按方案
(

抽奖两次!方案

*

抽奖一次!可使所获奖金的期望值最大
!

求离散型随机变量的期望与方差的

步骤

(变式训练
%

)同时投掷两枚相同的正方体

骰子$骰子质地均匀!且各面分别刻有数字
!

!

"

!

"

!

#

!

#

!

#

'

!

$

!

'设随机变量
:

表示一次掷得的点数之

和!求
:

的分布列#

$

"

'若连续投掷
!2

次!设随机变量
;

表示

一次掷得的点数和大于
0

的次数!求
1

$

;

'!

/

$

;

'

!

(解析)$

!

'由已知!随机变量
:

的取值为

"

!

#

!

'

!

0

!

.!

设投掷一次一枚正方体骰子所得点数为

:

2

!则

,

$

:

2

$!

'

$

!

.

!

,

$

:

2

$"

'

$

!

#

!

,

$

:

2

$

#

'

$

!

"

!

所以
,

$

:$"

'

$

!

.

&

!

.

$

!

#.

!

,

$

:$#

'

$"&

!

.

&

!

#

$

!

1

!

,

$

:$'

'

$"&

!

.

&

!

"

%

!

#

&

!

#

$

0

!/

!

,

$

:$0

'

$"&

!

#

&

!

"

$

!

#

!

,

$

:$.

'

$

!

"

&

!

"

$

!

'

!

故
:

的分布列为+

: " # ' 0 .

,

!

#.

!

1

0

!/

!

#

!

'

!!

$

"

'由已知!满足条件的一次投掷的点数

和取值为
.

!设其发生的概率为
>

!由$

!

'知!

>

$

!

'

!

因为随机变量
;

'

&

!2

!

!

'

$ '

!

所以
1

$

;

'

$#

>

$!2&

!

'

$

0

"

!

/

$

;

'

$#

>

$

!3

>

'

$!2&

!

'

&

#

'

$

!0

/

!

要点
%

!

正态分布

(例
&

)在如图所示的正方形区域中随机投

掷
!2222

颗豆子!则落入阴影部分$曲线
.

为

正态分布
$

$

3!

!

!

'的密度曲线'的豆子的颗

数的估计值为 $

+

'

!)"



附+若
:

'

$

$

$

!

#

"

'!则

,

$

$

3

##

:

#

$

%

#

'

3

2!./",

!

,

$

$

3"

##

:

#

$

%"

#

'

3

2610'0

!

,

$

$

3#

##

:

#

$

%#

#

'

3

2611,#!

)*!!1# +*!#01

(*",!/ -*#'!#

(解析)选
+!

对于正态分布
$

$

3!

!

!

'!

$

$3!

!

#

$!

!正态曲线关于直线
)$3!

对称!

故题图中阴影部分的面积为
!

"

&

$

2!10'03

2!./",

'

$2!!#01

!所以豆子落入题图中阴影

部分的概率
,$

2!!#01

!

$2!!#01

!所以投入

!2222

颗豆子!落入阴影部分的颗数约为

!2222&2!!#01$!#01!

根据正态曲线的对称性求概率的三

个关键点

$

!

'正态曲线与
)

轴之间的区域的面积

为
!!

$

"

'正态曲线关于直线
)$

$

对称!则正态

曲线在对称轴
)$

$

的左右两侧与
)

轴之间的

区域的面积都为
2!0!

$

#

'利用等式
,

$

:

'

$

%+

'

$,

$

:

#

$

3+

'

$

+

,

2

'对目标概率进行转化
!

(变式训练
&

)某工厂生产的一种零件的外

直径服从正态分布
:

'

$

$

!2

!

2!"

"

'

!

从该工

厂上午"下午生产的零件中随机各取出一个!

测得其外直径分别为
1!0"

和
1!1/

!试分析该

工厂这一天的生产状况是否正常
!

(解析)因为
:

'

$

$

!2

!

2!"

"

'!

所以
$

$!2

!

#

$2!"!

所以
$

3#

#

$!23#&2!"$1!'

!

$

%#

#

$!2%#&2!"$!2!.!

因为
1!0"

$

$

1!'

!

!2!.

'!

1!1/

$

$

1!'

!

!2!.

'!

所以该工厂这一天的生产状况是正常的
!

!!

下列随机试验的结果!不能用离散型随机变

量表示的是 $

(

'

)*

将一枚均匀的正方体骰子抛掷两次!所得

的点数之和

+*

某篮球运动员
.

次罚球中投进的球数

(*

电视机的使用寿命

-*

从含有
#

件次品的
02

件产品中!任取
"

件!其中抽到次品的件数

"!

某人射击一次击中目标的概率为
26.

!经过
#

次

射击!设
:

表示击中目标的次数!则
,

$

:

'

"

'

$

$

)

'

)*

/!

!"0

+*

0'

!"0

(*

#.

!"0

-*

",

!"0

#!

设
:

'

$

3"

!

!

'

$ '

!则
:

落在$

3

E

!

3#60

'

-

$

3260

!

%

E

'内的概率是 $

-

'

)*106'09 +*116,#9

(*'6009 -*26",9

'!

已知
:

'

&

#

!

!

"

$ '

!

;

'

&

#

!

!

#

$ '

!且
1

$

:

'

$

!0

!则
1

$

;

'

$

$

-

'

)*!0 +*"2 (*0 -*!2

0!

口袋中有
0

只球!编号分别为
!

!

"

!

#

!

'

!

0

!从

中任取
#

只球!以
:

表示取出的球的最大号

码!则
1

$

:

'

$

$

+

'

)*' +*'60 (*'6,0 -*0

.!

某灯泡厂生产大批灯泡!其次品率为
"9

!从

中任意地陆续取出
!22

个!则其中正品数
:

的均值为
!

1/

!

!方差为
!

!!1.

!

!

,!#

件产品中有
"

件正品!现从中先后任取
"

件$第一次取出的产品不放回'!记%第一次

取到正品&为事件
%

!%第二次取到正品&为

事件
&

!则
,

$

&

+

%

'

$

!

"3!

#3!

!

!

#)"



/!

某次测试成绩
:

服从正态分布!其正态密度

函数的图象如图所示!则成绩
:

在区间1

."

!

,/

2内的概率是
!

2!./",

!

!

1!

某商场为吸引顾客消费推出一项优惠活动
!

活动规则如下+消费额每满
!22

元可转动如

图所示的转盘一次!并获得相应金额的返

券
!

$假定指针等可能地停在任一位置!指针

落在区域的边界时!重新转一次'指针所在

的区域及对应的返券金额如表所示
!

例如+

消费
"!/

元!可转动转盘
"

次!所获得的返券

金额是两次金额之和
!

$

!

'已知顾客甲消费后获得
#

次转动转盘的

机会!已知他每转一次转盘指针落在区域边

界的概率为
>

!每次转动转盘的结果相互独

立!设
:

为顾客甲转动转盘指针落在区域边

界的次数!

:

的数学期望
1

$

:

'

$

!

"0

!标准

差
#

$

:

'

$

#槡!!

02

!求
#

!

>

的值#

$

"

'已知顾客乙消费
"/2

元!并按规则参与

了活动!他获得返券的金额记为
;

元
!

求随

机变量
;

的分布列和数学期望
!

指针位置
%

区域
&

区域
.

区域

返券金额3元
.2 #2 2

(解析)$

!

'依题意知!

:

服从二项分布
&

$

#

!

>

'!

所以
1

$

:

'

$#

>

$

!

"0

!

!

又
/

$

:

'

$

1

#

$

:

'2

"

$#

>

$

!3

>

'

$

11

"022

!

"

由
!"

联立解得
#$'

!

>

$

!

!22

!

$

"

'设指针落在
%

!

&

!

.

区域分别记为事件

%

!

&

!

.

!则
,

$

%

'

$

!

.

!

,

$

&

'

$

!

#

!

,

$

.

'

$

!

"

!

由题意得!该顾客可转动转盘
"

次
!

随机变量
;

的所有可能值为
2

!

#2

!

.2

!

12

!

!"2!

,

$

;$2

'

$

!

"

&

!

"

$

!

'

!

,

$

;$#2

'

$

!

"

&

!

#

&"$

!

#

!

,

$

;$.2

'

$

!

"

&

!

.

&"%

!

#

&

!

#

$

0

!/

!

,

$

;$12

'

$

!

#

&

!

.

&"$

!

1

!

,

$

;$!"2

'

$

!

.

&

!

.

$

!

#.

!

所以随机变量
;

的分布列为

; 2 #2 .2 12 !"2

,

!

'

!

#

0

!/

!

1

!

#.

故其数学期望
1

$

;

'

$2&

!

'

%#2&

!

#

%.2&

0

!/

%12&

!

1

%!"2&

!

#.

$'2!

温馨提示+请自主完成课后作业$二十'

$)"



!!

成对数据的统计相关性

$

!

'结合实例!了解样本相关系数的统计含义!了解样本相关系数与标准化数据向量夹角的

关系
!

$

"

'结合实例!会通过相关系数比较多组成对数据的相关性
!

"!

一元线性回归模型

$

!

'结合具体实例!了解一元线性回归模型的含义!了解模型参数的统计意义!了解最小二

乘原理!掌握一元线性回归模型参数的最小二乘估计方法!会使用相关的统计软件
!

$

"

'针对实际问题!会用一元线性回归模型进行预测
!

#!"&"

列联表

$

!

'通过实例!理解
"&"

列联表的统计意义
!

$

"

'通过实例!了解
"&"

列联表独立性检验及其应用
!

%)"



(!"

!

成对数据的统计相关性

!!

变量的相关关系

$

!

'相关关系+两个变量有关系!但又没有

确切到可由其中的一个去
!

精确地
!

决定另

一个的程度!这种关系称为相关关系
!

$

"

'散点图+把成对样本数据用直角坐标

系中的点表示出来!由这些点组成的统计图叫

做散点图
!

$

#

'正相关与负相关

!

正相关+如果从整体上看!当一个变量的

值增加时!另一个变量的相应值也呈现
!

增加
!

的趋势!我们就称这两个变量正相关
!

"

负相关+如果从整体上看!当一个变量的

值增加时!另一个变量的相应值呈现
!

减少
!

的趋势!我们就称这两个变量负相关
!

$

'

'线性相关与非线性相关$曲线相关'

!

线性相关+一般地!如果两个变量的取

值呈现正相关或负相关!而且散点落在
!

一条

直线
!

附近!我们就称这两个变量线性相关
!

"

非线性相关$曲线相关'+一般地!如果两

个变量具有相关性!但不是
!

线性相关
!

!我们

就称这两个变量非线性相关或曲线相关
!

"!

样本相关系数

$

!

'样本相关系数的公式

4$

0

#

7$!

$

)

7

3)

'$

'

7

3

'

'

0

#

7$!

$

)

7

3)

'槡
"

0

#

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

$

0

#

7$!

)

7

'

7

3#)

!

'

0

#

7$!

)

"

7

3#)槡
"

0

#

7$!

'

"

7

3#

'槡
"

!

$

"

'样本相关系数的意义

样本相关系数
4

可以反映两个随机变量

之间线性相关的程度+

4

的符号反映了相关关

系的正负性#

+

4

+

的大小反映了两个变量线性

相关的程度!即散点集中于一条直线的程度
!

$

#

'样本相关系数的性质

!+

4

+#

!!

"

当
4

,

2

时!称成对样本数据
!

正相关
!

#

当
4

&

2

时!称成对样本数据
!

负相关
!

!

#

当
+

4

+

越接近
!

时!成对样本数据的线

性相关程度
!

越强
!

#当
+

4

+

越接近
2

时!成对

样本数据的线性相关程度
!

越弱
!

!

特别地!

当
+

4

+

$!

时!说明成对样本数据都落在一条直

线上
!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'相关关系是一种非确定性关系!体现的不

一定是因果关系!可能是伴随关系
!

$

"

'

$

"

'散点图越接近某一条直线!线性相关性

越强!相关系数越大
!

$

&

'

&)"



$

#

'当
+

4

+

$!

时!成对样本数据$

)

7

!

'

7

'都落

在一条直线上
!

$

"

'

"!

下面属于相关关系的是 $

(

'

)*

圆的周长和它的半径之间的关系

+*

价格不变的条件下!商品销售额与销售量

之间的关系

(*

家庭收入愈多时!其消费支出也有增长的

趋势

-*

正方形的面积和它的边长之间的关系

(解析)选
(!

家庭收入会影响消费支出!但不

是唯一因素!故
(

正确#

)+-

为确定的函数

关系
!

#!

$多选题'下列各图中的两个变量具有相关

关系的是 $

+(

'

(解析)选
+(!)

为函数关系#

+

!

(

为相关关

系#

-

中!因为点分布得比较分散!两者之间

无相关关系
!

'!

已知求得甲"乙"丙
#

组不同的数据的样本

相关系数分别为
2!/!

!

32!1/

!

2!.#

!其中

!

乙
!

$填甲"乙或丙'组数据的线性相关性

最强
!

(解析)两个变量
'

与
)

的样本相关系数的

绝对值越接近于
!

!它的线性相关性越强
!

在

甲"乙"丙中!所给的数值中
32!1/

的绝对值

最接近于
!

!即乙的线性相关性最强
!

探究
!

!

相关关系的判断

(例
!

)以下是某地不同楼盘新房的销售价

格
'

$单位+万元'和面积
)

$单位+

4

"

'的数据+

面积
)

3

4

"

!!0 !!2 /2 !#0 !20

销售价格
'

3万元
11!" /.!' ,,!. !!.!/ //

!!

$

!

'画出数据对应的散点图#

$

"

'判断新房的销售价格和面积之间是否

具有相关关系
!

如果有相关关系!是正相关还

是负相关*

(解析)$

!

'数据对应的散点图如图所示
!

$

"

'通过以上数据对应的散点图可以判

断!新房的销售价格和面积之间具有相关关

系!且是正相关
!

判断两个变量
)

和
'

之间是否具有

线性相关关系!常用的简便方法就是绘制散点

图!如果发现点的分布从整体上看大致在一条

直线附近!那么这两个变量就是线性相关的!

注意不要受个别点的位置的影响
!

(变式训练
!

)观察下列三个关于变量
)

和

'

的散点图!它们从左到右对应的相关关系依

次为 $

-

'

)*

正相关"负相关"不相关

')"



+*

负相关"不相关"正相关

(*

负相关"正相关"不相关

-*

正相关"不相关"负相关

(解析)选
-!

由散点图与相关关系的概念

可知从左到右+第一个图是正相关#第二个图相

关性不明确!所以不相关#第三个图是负相关
!

探究
"

!

相关系数的概念及应用

(例
#

)$

!

'$多选题'下列关于样本相关系

数
4

的说法中正确的是 $

+(-

'

)*4

越大!两个变量间线性相关程度越强

+*4

的取值范围为1

3!

!

!

2

(*4

,

2

时!两个变量正相关#

4

&

2

时!两

个变量负相关

-*4$!

时!样本点在同一直线上

$

"

'为实施分层教学!某学校根据学生的

情况分成了
%

!

&

!

.

三类!经过一段时间的学

习后!从三类学生中分别随机抽取了
!

个学生

的
0

次考试成绩!得到的数据如下+

%

类

第
)

次
! " # ' 0

成绩
'

3分
!'0 /# 10 ," !!2

0

0

7$!

$

)

7

3)

'槡
"

.

0

0

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

3

!/"

#

!!

&

类

第
)

次
! " # ' 0

成绩
'

3分
/0 1# 12 ,. !2!

0

0

7$!

$

)

7

3)

'槡
"

.

0

0

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

3

01

#

!!

.

类

第
)

次
! " # ' 0

成绩
'

3分
/0 1" !2! !22 !!"

0

0

7$!

$

)

7

3)

'槡
"

.

0

0

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

3

.'!

请分别计算出
%

!

&

!

.

类学生的$

)

7

!

'

7

'

$

7$!

!

"

!

#

!

'

!

0

'的样本相关系数
4

!

!

4

"

!

4

#

!并通

过数据分析抽到的哪类学生学习成绩最稳定
!

$结

果精确到
2!2!

!

+

4

+

越大认为成绩越稳定'

(解析)$

!

'选
+(-!

对于样本相关系数
4

!

有以下结论+

!

当
4

,

2

时!表明两个变量正相

关#当
4

&

2

时!表明两个变量负相关
!

"

4

的绝

对值越接近于
!

!表明两个变量的线性相关程

度越强#

4

的绝对值越接近于
2

!表明两个变量

之间几乎不存在线性相关关系
!

对于
)

!当
4

&

2

时此结论不成立!所以
)

不正确#对于
+

!由样本相关系数的性质可得

3!

#

4

#

!

!所以
+

正确#对于
(

!由样本相关

系数的性质可知正确#对于
-

!由样本相关系数

的性质可知正确
!

$

"

'根据
%

!

&

!

.

类学生的数据!得

%

类+

)$#

!

'

$!2!

!则
0

0

7$!

$

)

7

3)

'$

'

7

3

'

'

$3/!

!所以
4

!

$

3/!

!/"

3

32!'0

#

&

类+

)$#

!

'

$/1

!则
0

0

7$!

$

)

7

3)

'$

'

7

3

'

'

$!0

!所以
4

"

$

!0

01

3

2!"0

#

.

类+

)$#

!

'

$1/

!则
0

0

7$!

$

)

7

3)

'$

'

7

3

'

'

$."

!所以
4

#

$

."

.'

3

2!1,!

从上述所求的样本相关系数可知!抽到的

.

类学生的成绩最稳定
!

4

的符号反映了相关关系的正负性!

+

4

+

的大小反映了两个变量线性相关的程度
!

(变式训练
#

)$

!

'如图所示!给出样本容量

均为
,

的
%

!

&

两组样本数据的散点图!已知

%

组样本数据的样本相关系数为
4

!

!

&

组数据

的样本相关系数为
4

"

!则 $

(

'

()"



)*4

!

$4

"

+*4

!

&

4

"

(*4

!

,

4

"

-*

无法判定

$

"

'足球是深受人们喜爱的运动!我国正大

力发展校园足球
!

为了解某地区足球特色学校

的发展状况!社会调查小组得到的数据如下+

年份
) "2!, "2!/ "2!1 "2"2 "2"!

足球特色

学校
'

3百个
2!#2 2!.2 !!22 !!'2 !!,2

!!

根据上表数据!计算
'

与
)

的样本相关系

数
4

!并说明
'

与
)

的线性相关程度
!

$若

2!,0

#+

4

+#

!

!则认为
'

与
)

的线性相关程度

很强#若
2!#

#+

4

+&

2!,0

!则认为
'

与
)

的线

性相关程度一般#若
+

4

+&

2!#

!则认为
'

与
)

的线性相关程度较弱'

附+

4$

0

#

7$!

$

)

7

3)

'$

'

7

3

'

'

0

#

7$!

$

)

7

3)

'槡
"

0

#

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

!

槡!#3

#!.20.!

(解析)$

!

'选
(!

根据
%

!

&

两组样本数据的

散点图知!

%

组样本数据几乎在一条直线上!且成

正相关!所以样本相关系数
4

!

应最接近
!

!

&

组样

本数据分散在一条直线附近!也成正相关!所以样

本相关系数
4

"

满足
4

"

&

4

!

!即
4

!

,

4

"

!

$

"

'由 题 意 得
) $" 2!.

!

'

$!

!

0

#

7$!

$

)

7

3)

'

"

$!2

!

0

#

7$!

$

'

7

3

'

'

"

$!!#

!

所以
4$

0

#

7$!

$

)

7

3)

'$

'

7

3

'

'

0

#

7$!

$

)

7

3)

'槡
"

0

#

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

$

#!.

槡!2!!槡 #

$

#!.

#!.20.

3

2!11/'

,

2!,0!

所以
'

与
)

的线性相关程度很强
!

!!

我们常说%吸烟有害健康&!则吸烟与健康之

间的关系是 $

+

'

)*

正相关
+*

负相关

(*

无相关
-*

不确定

(解析)选
+!

烟吸得越多!则健康程度越差
!

"!

在一次试验中!测得$

)

!

'

'的
'

组值分别为

$

!

!

"

'!$

"

!

2

'!$

'

!

3'

'!$

3!

!

.

'!则
'

与
)

的样本相关系数为 $

-

'

)*! +*3"

(*2 -*3!

(解析)选
-!)$!!0

!

'

$!

!

0

'

7$!

)

"

7

$""

!

0

'

7$!

'

"

7

$0.

!

0

'

7$!

)

7

'

7

$3"2

!样本相关系数

4$

3"23'&!!0&!

$

""3'&!!0

"

'$

0.3'&!

"槡 '

$3!!

#!

某学校开展研究性学习活动!一组同学获得

了下面的一组试验数据+

) !!11 # ' 0!! /

'

2!11 !!0/ "!2! "!#0 #!22

现有如下
0

个模拟函数+

!

'

$2!0/)32!!.

#

"

'

$"

)

3#!2"

#

#

'

$

)

"

30!0)%/

#

$

'

$:B

;

"

)

#

%

'

$

!

"

$ '

)

%

!!,'!

请从中选择一个模拟函数!使它能近似地反

映这些数据的规律!应选
!$!

!

$填序号'

(解析)画出散点图如图所示
!

由图可知上述点大体在函数
'

$:B

;

"

)

的图

象上!故
'

$:B

;

"

)

可以近似地反映这些数

据的规律
!

故填
$

!

温馨提示+请自主完成课后作业$二十一'

))"



(!#

!

一元线性回归模型及其应用

!!

一元线性回归模型

假设儿子身高与父亲身高这两个变量之

间具有较强的线性相关关系!用
)

表示父亲身

高!

;

表示儿子身高!

C

表示随机误差
!

假定随

机误差
C

的均值为
2

!方差为与父亲身高无关

的定值
#

"

!则它们之间的关系可以表示为

;$*)%(%C

!

1

$

C

'

$2

!

/

$

C

'

$

#

"

!

(

)

*

我们称此关系式为
;

关

于
)

的一元线性回归模型
!

其中!

!

;

!

称为因

变量或响应变量!

!

)

!

称为自变量或解释变

量#

(

和
*

为模型的未知参数!

(

称为
!

截距
!

参

数!

*

称为
!

斜率
!

参数#

C

是
;

与
*)%(

之间

的随机误差
!

"!

一元线性回归模型参数的最小二乘

估计

$

!

'经验回归方程与最小二乘估计

我们将
D

'

$

D

*)%D(

称为
;

关于
)

的
!

经

验回归方程
!

!也称经验回归函数或经验回归

公式!其图形称为
!

经验回归直线
!

!

这种求

经验回归方程的方法叫做最小二乘法!求得的

D

*

!

D(

叫 做
*

!

(

的 最 小 二 乘 估 计!其 中

D

*$

0

#

7$!

$

)

7

3)

'$

'

7

3

'

'

0

#

7$!

$

)

7

3)

'

"

!

D($

!

'

3

D

*)

!

!

(

)

*

$

"

'观测值"预测值"残差

对于响应变量
;

!通过观测得到的数据称

为
!

观测值
!

!通过经验回归方程得到的
D

'

称

为
!

预测值
!

!

!

观测值
!

减去
!

预测值
!

称为

残差
!

$

#

'决定系数
9

"

用
9

"来比较两个模型的拟合效果!

9

"

$

!3

0

#

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"

0

#

7$!

$

'

7

3

'

'

"

!9

" 越小!表示残差平方和

0

#

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"越大!模型的拟合效果越差#

9

"

越大!表示残差平方和
0

#

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"越小!模型

的拟合效果越好
!

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'经验回归方程必经过点$

)

!

'

'

!

$

"

'

$

"

'对于方程
D

'

$

D

*)%D(

!

)

增加一个单位

时!

'

平均增加D
*

个单位
!

$

"

'

$

#

'残差是随机误差的估计结果
!

$

"

'

$

'

'利用经验回归方程求出的值是准确值
!

$

&

'

"!

为研究两个变量之间的关系!选择了
'

个不

同的模型进行拟合!计算得到它们的决定系

数
9

"

!其中拟合效果最好的是 $

)

'

)!

决定系数
9

"为
2!1.

的模型

+!

决定系数
9

"为
2!,0

的模型

(!

决定系数
9

"为
2!0"

的模型

-!

决定系数
9

"为
2!#'

的模型

(解析)选
)!

决定系数
9

"越大"越趋近于
!

!

拟合效果越好
!

*)"



#!

如图是一组数据$

)

!

'

'的散点图!经最小二

乘法计算!

'

关于
)

的经验回归方程为
D

'

$

D

*)%!

!则D
*$

!

2!/

!

!

(解析)

)$

2%!%#%'

'

$"

!

'

$

2!1%!!1%#!"%'!'

'

$"!.

!

将$

"

!

"!.

'代入
D

'

$

D

*)%!

!解得D
*$2!/!

'!

某种产品的广告费支出
)

$单位+万元'与销

售额
'

$单位+万元'的对应数据如下表+

) " ' 0 . /

'

#2 '2 .2 02 ,2

'

关于
)

的经验回归方程为
D

'

$.!0)%!,!0

!

广告支出为
0

万元时的残差为
!

!2

万元
!

!

(解析)因为
'

关于
)

的经验回归方程为
D

'

$

.!0)%!,!0

!当
)$0

时!

D

'

$02!

广告支出

为
0

万元时!由表格得
'

$.2

!故残差为
.2

302$!2

万元
!

探究
!

!

经验回归方程

(例
!

)在某种产品表面进行腐蚀刻线试

验!得到腐蚀深度
'

$单位+

)

4

'与腐蚀时间

)

$单位+

C

'之间的一组观察值如表+

)

3

C 0 !2 !0 "2 #2 '2 02 .2 ,2 12 !"2

'

3

)

4 . !2 !2 !# !. !, !1 "# "0 "1 '.

!!

$

!

'画出散点图#

$

"

'求
'

关于
)

的经验回归方程#

$

#

'当时间为
!22C

时!利用经验回归方程

预测腐蚀深度
!

(解析)$

!

'散点图如图所示
!

$

"

'从散点图中!我们可以看出样本点分

布在一条直线附近!因而求经验回归直线方程

有意义
!

)$

!

!!

$

0%!2%!0%

"

%!"2

'

$

0!2

!!

!

'

$

!

!!

$

.%!2%!2%

"

%'.

'

$

"!'

!!

!

0

!!

7$!

)

7

'

7

$0&.%!2&!2%!0&!2%

"

%

!"2&'.$!#1!2

!

0

!!

7$!

)

"

7

$0

"

%!2

"

%!0

"

%

"

%!"2

"

$

#.,02

!

所以D
*$

0

!!

7$!

)

7

'

7

3!!)

'

0

!!

7$!

)

"

7

3!!)

"

$

!#1!23!!&

0!2

!!

&

"!'

!!

#.,023!!&

0!2

!!

$ '

"

3

2!#2'!

D($

'

3

D

*)$

"!'

!!

32!#2'&

0!2

!!

$0!#.!

故腐蚀深度
'

关于腐蚀时间
)

的经验回

归方程为
D

'

$2!#2')%0!#.!

$

#

'根据$

"

'求得的经验回归方程!当腐蚀

时间为
!22C

时!

D

'

$0!#.%2!#2'&!22$

#0!,.

$

)

4

'!即腐蚀时间为
!22C

时腐蚀深度

为
#0!,.

)

4!

求经验回归方程的步骤

$

!

'计算平均数
)

!

'

!

"*"



$

"

'计算
0

#

7$!

)

7

'

7

!

$

#

'计算
0

#

7$!

)

"

7

!

$

'

'代入D
*$

0

#

7$!

)

7

'

7

3#)

'

!0

#

7$!

)

"

7

3#)

"

!

!求出D
*!

$

0

'代入
D($

'

3

D

*)

!求出
D(!

$

.

'写出经验回归方程
!

(变式训练
!

)某班主任为了对本班学生的

月考成绩进行分析!从全班
'2

名学生中随机

抽取一个容量为
.

的样本进行分析
!

随机抽取

.

位同学的数学分数"物理分数对应如表+

学生编号
! " # ' 0 .

数学分数
) .2 ,2 /2 /0 12 10

物理分数
'

," /2 // 12 /0 10

!!

$

!

'根据上表数据用散点图说明物理分数

'

与数学分数
)

之间是否具有线性相关性
!

$

"

'如果具有线性相关性!求出经验回归

方程$系数精确到
2!!

'#如果不具有线性相关

性!请说明理由
!

$

#

'如果班里的某位同学数学分数为
02

!

请预测这位同学的物理分数
!

(解析)$

!

'画出散点图+

通过图象可以看出物理分数
'

与数学分

数
)

之间具有线性相关性
!

$

"

'

)$

!

.

&

$

.2%,2%/2%/0%12%10

'

$/2

!

'

$

!

.

&

$

,"%/2%//%12%/0%10

'

$/0

!

0

.

7$!

)

7

'

7

$'!"/0

!

0

.

7$!

)

"

7

$#1"02

!

故D
*$

0

.

7$!

)

7

'

7

3.)

'

0

.

7$!

)

"

7

3.)

"

$

'!"/03.&/2&/0

#1"023.&/2

"

3

2!.

!

D($

'

3

D

*)$#,!

故经验回归方程是
D

'

$2!.)%#,!

$

#

'当
)$02

时!解得
D

'

$.,!

故数学分数为
02

!预测这位同学的物理分

数是
.,!

探究
"

!

残差平方和模拟模型效果的应用

(例
#

)某印刷厂为了研究印刷单册书籍的

成本
'

$单位+元'与印刷册数
)

$单位+千册'之

间的关系!在印制某种书籍时进行了统计!相

关数据如表+

印刷册数
)

3千册
" # ' 0 /

单册成本
'

3元
#!" "!' " !!1 !!,

!!

根据以上数据!技术人员分别用甲"乙两种

不同的回归模型!得到两个经验回归方程!方程

甲+

D

'

$

!

'

$

'

)

%!!!

!方程乙+

D

'

$

"

'

$

.!'

)

"

%!!.!

$

!

'为了比较两种模型的拟合效果!完成

以下任务
!

!

完成下表#

印刷册数
)

3千册
" # ' 0 /

单册成本
'

3元
#!" "!' " !!1 !!,

模型甲
估计值

D

'

7

$

!

'

"!' "!! !!.

残差
DC

7

$

!

'

2 32!! 2!!

模型乙
估计值

D

'

7

$

"

'

"!# " !!1

残差
DC

7

$

"

'

2!! 2 2

!!"

分别计算模型甲与模型乙的残差平方

和
E

!

及
E

"

!并比较
E

!

!

E

"

的大小!判断哪个

模型拟合效果更好
!

!*"



$

"

'该书上市之后!受到广大读者的喜爱!

不久便售罄!于是印刷厂决定进行二次印刷
!

根据市场调查!新需求量为
/

千册$概率为

2!,

'或
!.

千册$概率为
2!#

'

!

若印刷厂以每册

0

元的价格将书籍出售给订货商!估计印刷厂

二次印刷
/

千册还是
!.

千册能获得更多利润
!

$按$

!

'中拟合效果较好的模型计算印刷单册

书的成本'

(解析)$

!

'

!

经计算!可得下表+

印刷册数
)

$千册'

" # ' 0 /

单册成本
'

$元'

#!" "!' " !!1 !!,

模型甲
估计值

D

'

7

$

!

'

#!! "!' "!! !!1 !!.

残差
DC

7

$

!

'

2!! 2 32!! 2 2!!

模型乙
估计值

D

'

7

$

"

'

#!" "!# " !!1 !!,

残差
DC

7

$

"

'

2 2!! 2 2 2

!!"

模型甲的残差平方和为
E

!

$2!!

"

%

$

32!!

'

"

%2!!

"

$2!2#

!

模型乙的残差平方和为
E

"

$2!!

"

$2!2!!

因为
E

!

,

E

"

!所以模型乙的拟合效果

更好
!

$

"

'若二次印刷
/

千册!则估计印刷厂获

利为$

03!!,

'

&/222&26,$!/'/2

$元'!

若二次印刷
!.

千册!由$

!

'可知!单册书

印刷成本为
.!'

!.

"

%!!.$!6."0

$元'!

则估计印刷厂获利为$

03!!."0

'

&!.222

&2!#$!."22

$元'

!

因为
!/'/2

,

!."22

!

故印刷厂二次印刷
/

千册能获得更多

利润
!

利用残差平方和模拟模型效果的

方法

$

!

'残差图法+残差点比较均匀地落在以

取值为
2

的横轴为对称轴的水平带状区域内!

则说明选用的模型比较合适
!

$

"

'残差平方和法+残差平方和
0

#

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"

越小!模型的拟合效果越好
!

(变式训练
#

)某同学
'

次考试的数学成绩

)

"语文成绩
'

在班级中的排名如表+

数学成绩
) . # " !

语文成绩
'

1 0 ' "

!!

对上述数据分别用
'

$*)%(

与
'

$+)

"

%0

来拟合
'

与
)

之间的关系!且已知用
'

$+)

"

%

0

来拟合
'

与
)

之间的关系为
'

$2!!,/)

"

%

"!,,

!此时的残差平方和为
!!01#!

请用残差分

析两者的拟合效果
!

(解析)由于
)$

.%#%"%!

'

$#

!

'

$

1%0%'%"

'

$0

!

D

*$

.&1%#&0%"&'%!&"3'&#&0

023'&#

"

$

!1

!'

!

所以
D($

!#

!'

!

此时可得!

D

'

$

!1

!'

)%

!#

!'

!此时

的残差平方和
0

.

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"

3

2!"!'!

已知用
'

$+)

"

%0

来拟合
'

与
)

之间的

关系为
'

$2!!,/)

"

%"!,,

!此时的残差平方和

为
!!01#!

由于
2!"!'

&

!!01#

!可知用
D

'

$

!1

!'

)%

!#

!'

来拟合
'

与
)

之间的关系效果更好
!

探究
#

!

9

"的求解与回归模型的比较方法

(例
$

)为研究质量
)

$单位+

;

'对弹簧长度

'

$单位+

A4

'的影响!对不同质量的
.

个物体进

行测量!数据如表+

)

3

;

0 !2 !0 "2 "0 #2

'

3

A4 ,!"0 /!!" /!10 1!12 !2!1 !!!/

!!

$

!

'作出散点图!并求经验回归方程#

$

"

'求出
9

"

!

#*"



(解析)$

!

'散点图如图所示
!

因为
)$

!

.

&

$

0%!2%!0%"2%"0%#2

'

$!,!0

!

'

$

!

.

&

$

,!"0%/!!"%/!10%1!12%

!2!1%!!!/

'

3

1!'/,

!

0

.

7$!

)

"

7

$"",0

!

0

.

7$!

)

7

'

7

$!2,.!"!

计算得D
*

3

2!!/#

!

D(

3

.!"/0

!

所以所求经验回归方程为
D

'

$2!!/#)%

.!"/0!

$

"

'列表如下+

'

7

3D

'

7

2!20 2!220 32!2/ 32!2'0 2!2' 2!2"0

'

7

3

' 3"!"' 3!!#, 32!0' 2!'! !!'! "!#!

!!

所以
0

.

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"

3

2!2!#!/

!

0

.

7$!

$

'

7

3

'

'

"

$!'!.,/'!

所以
9

"

$!3

2!2!#!/

!'!.,/'

3

2!111!!

$

!

'

9

"

$!3

0

#

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"

0

#

7$!

$

'

7

3

'

'

"

越接近
!

!

表明回归模型拟合的效果越好
!

$

"

'使用经验回归方程进行预测时的注意点

!

只适用于我们所研究的样本的总体
!

"

一般都有时效性
!

#

样本数据中的解释变量有一定的取值

范围!在该范围内!经验回归方程的预报效果

较好!离这个范围越远!预报的效果越差
!

$

不能期望经验回归方程得到的预报值

就是响应变量的精确值
!

事实上!它是响应变

量的可能取值的平均值
!

(变式训练
$

)

)

与
'

的部分对应数据如表+

) " ' 0 . /

'

#2 '2 .2 02 ,2

!!

为了对
)

!

'

两个变量进行统计分析!现根

据甲模型+

D

'

$.!0)%!,!0

"乙模型+

D

'

$,)%

!,

分别计算出甲模型的
9

"

!

$2!/'0

"乙模型的

9

"

"

$2!/"

!则
!

甲
!

$填%甲&或%乙&'模型拟合

的效果更好
!

(解析)用决定系数
9

"的值判断模型的拟

合效果!

9

"越大!说明残差平方和越小!模型

的拟合效果越好
!

因为甲模型的决定系数为

9

"

!

$2!/'0

!乙模型的决定系数为
9

"

"

$2!/"

!

9

"

!

,

9

"

"

!所以甲模型拟合的效果更好
!

探究
$

!

非线性回归模型

(例
%

)为防止害虫危害农作物!菜农定期

使用低害杀虫农药对蔬菜进行喷洒!但采集上

市时蔬菜仍存有少量的残留农药!食用时需要

用清水清洗干净
!

下表记录了用清水
)F

;

清

洗该蔬菜
!F

;

后残留的农药
'

)

;

!

)

3

F

;

! " # ' 0

'

3

)

;

0/ 0' #1 "1 !2

!!

$

!

'令
"

$)

"

!利用给出的参考数据求出
'

关于
"

的经验回归方程
D

'

$

D

*

"

%D(

#

$

"

'对于某种残留在蔬菜上的农药!当它

的残留量不高于
"2

)

;

时对人体无害!为了放

心食用该蔬菜!请估计至少需要用多少千克的

清水清洗
!F

;

蔬菜
!

参考数据+槡03

"!"'!

(解析)$

!

'由题意得!

D

*$

0

0

7$!

$

"

7

3

"

'$

'

7

3

'

'

0

0

7$!

$

"

7

3

"

'

"

$3

,0!

#,'

3

3"

!

$*"



D($

'

3

D

*

"

$.2

!所以
D

'

$3"

"

%.2!

$

"

'由$

!

'得!

D

'

$3"

"

%.2

!

所以
D

'

$3")

"

%.2

!

当
D

'

#

"2

时!即
3")

"

%.2

#

"2

!

解得
)

'

"槡03

'!'/!

所以为了放心食用该蔬菜!估计需要用

'!'/F

;

的清水清洗
!F

;

蔬菜
!

求非线性回归方程的步骤

$

!

'确定变量!作出散点图
!

$

"

'根据散点图!选择恰当的拟合函数
!

$

#

'变量置换!通过变量置换把非线性回

归问题转化为线性回归问题!并求出经验回归

方程
!

$

'

'分析拟合效果!通过计算决定系数或

画残差图来判断拟合效果
!

$

0

'根据相应的变换!写出非线性回归

方程
!

(变式训练
%

)某地今年上半年患某种传染

病的人数
'

与月份
)

的数据如下表!

'

与
)

之

间满足函数关系!模型为
'

$(D

*)

!确定这个函

数解析式
!

月份
) ! " # ' 0 .

人数
'

0" .! ./ ,' ,/ /#

!!

附+

:@

$

0"&.!&./&,'&,/&/#

'

$

"0!#.!"

!

$

:@0"

'

"

%

$

:@.!

'

"

%

$

:@./

'

"

%

$

:@,'

'

"

%

$

:@,/

'

"

%

$

:@/#

'

"

$!2,!#',1

!

:@0"%":@.!%#:@./%':@,'%0:@,/%

.:@/#$12!#'''!

(解析)设
F$:@

'

!

+$:@(

!得
DF$D+%

D

*)

!

则
F

与
)

的数据关系如表+

) ! " # ' 0 .

F$:@

'

#!10!"'!!!21'!"!10'!#2'!'!#0.,'!'!//

!!

由上表!得
0

.

7$!

)

7

$"!

!

0

.

7$!

F

7

$"0!#.!"

!

0

.

7$!

)

"

7

$1!

!

0

.

7$!

F

"

7

3

!2,!#',1

!

0

.

7$!

)

7

F

7

$12!#'''

!

)$#!0

!

F

3

'!"".1

!

所以D
*$

0

.

7$!

)

7

F

7

3.)F

!0

.

7$!

)

"

7

3.)

"

!

3

2!212#

!

D+$F3

D

*)$'!"".132!212#&#!0

$#!1!21!

所以
DF$#!1!21%2!212#)!

所以
'

$D

#!1!21

!

D

2!212#)

!

!!

已知
)

!

'

的取值如下表所示!若
'

与
)

线性

相关!且
D

'

$2!10)%D(

!则
D($

$

-

'

) 2 ! # '

'

"!" '!# '!/ .!,

)!"!" +!"!1

(!"!/ -!"!.

(解析)选
-!

由表格得
)$

!

'

$

2%!%#%'

'

$"

!

'

$

!

'

$

"!"%'!#%'!/%.!,

'

$'!0

!

经验回归直线过样本点的中心$

"

!

'!0

'!

所以
'!0$2!10&"%D(

!所以
D($"!.!

"!

已知变量
)

和
'

满足关系
'

$2!!)3!2

!变量

=

与
'

负相关!则下列结论中正确的是 $

(

'

)!)

与
'

负相关!

)

与
=

负相关

+!)

与
'

正相关!

)

与
=

正相关

(!)

与
'

正相关!

)

与
=

负相关

-!)

与
'

负相关!

)

与
=

正相关

(解析)选
(!

由题意知!变量
)

和
'

满足关

系
'

$2!!)3!2

!所以变量
)

和
'

呈正相关

关系!又变量
=

和
'

负相关!所以变量
)

和
=

是负相关关系
!

%*"



#!

下列说法中正确的是 $

-

'

!

相关系数
4

用来衡量两个变量之间线性

关系的强弱!

+

4

+

越接近
!

!相关性越弱#

"

经验回归直线
D

'

$

D

*)%D(

一定经过样本点

的中心$

)

!

'

'#

#

随机误差
C

满足
1

$

C

'

$2

!其方差
/

$

C

'的

大小用来衡量预测的精确度#

$

决定系数
9

"用来刻画回归模型的拟合效

果!

9

"越小!说明模型的拟合效果越好
!

)!

!"

+!

#$

(!

!$

-!

"#

(解析)选
-!

!

线性相关系数
4

是衡量两个

变量之间线性关系强弱的量!

+

4

+

越接近于

!

!这两个变量线性相关关系越强!

+

4

+

越接

近于
2

!线性相关关系越弱!

!

错误#

"

经验

回归直线
D

'

$

D

*)%D(

一定通过样本点的中心

$

)

!

'

'!

"

正确#

#

随机误差
C

是衡量预测精

确度的一个量!它满足
1

$

C

'

$2

!

#

正确#

$

决定系数
9

"用来刻画回归模型的拟合效

果!

9

" 越大!说明模型的拟合效果越好!

$

不正确
!

'!

假定小麦基本苗数
)

与成熟期有效穗
'

之

间存在相关关系!今测得
0

组数据如下+

) !0!2 "0!/ #2!2 #.!. ''!'

'

#1!' '"!1 '"!1 '#!! '1!"

$

!

'以
)

为解释变量!

'

为响应变量!作出散

点图#

$

"

'求
'

关于
)

的经验回归方程!当基本苗

数为
0.!,

时!预测成熟期有效穗#

$

#

'计算各组残差!并计算残差平方和#

$

'

'计算
9

"的值
!

(解析)$

!

'散点图如下
!

$

"

'由图看出!样本点呈条状分布!有比较好

的线性相关关系!因此可以用经验回归方程

刻画它们之间的关系
!

设经验回归方程为
D

'

$

D

*)%D(

!

)$#2!#.

!

'

$'#!0

!

0

0

7$!

)

"

7

$0!2!!0.

!

)

'

$!#"2!..

!

)

"

$1"!!,"1.

!

0

0

7$!

)

7

'

7

$.,'.!,.!

所以D
*$

0

0

7$!

)

7

'

7

30)

'

!0

0

7$!

)

"

7

30)

"

!

3

2!"1

!

D($

'

3

D

*)$'#!032!"1&#2!#.

3

#'!,2!

故所求的经验回归方程为

D

'

$2!"1)%#'!,2!

当
)$0.!,

时!

D

'

$2!"1&0.!,%#'!,2$0!!!'#!

预测成熟期有效穗为
0!!!'#!

$

#

'由于
'

$*)%(%C

!

可以算得
DC

7

$

'

7

3D

'

7

分别为
DC

!

$2!#0

!

DC

"

$2!,!/

!

DC

#

$32!0

!

DC

'

$3"!"!'

!

DC

0

$!!."'

!残差平方和
0

0

7$!

DC

"

7

3

/!'#!

$

'

'

0

0

7$!

$

'

7

3

'

'

"

$02!!/

!

所以
9

"

$!3

/!'#

02!!/

3

2!/#"!

温馨提示+请自主完成课后作业$二十二'

&*"



(!$

!

列联表与独立性检验

!!

分类变量与列联表

$

!

'分类变量

用以区别不同的
!

现象
!

或
!

性质
!

的

一种特殊的随机变量称为分类变量
!

分类变量

的取值可以用实数表示!例如!学生所在的班

级可以用
!

!

"

!

#

等表示!男性"女性可以用
!

!

2

表示!等等
!

$

"

'

"&"

列联表

组别 甲$

;$2

' 乙$

;$!

' 合计

%

$

:$2

'

( *

!

(%*

!

&

$

:$!

'

+ 0

!

+%0

!

合计
!

(%+

! !

*%0

! !

(%*%+%0

!

!!

这种形式的数据统计表称为
"&"

列联

表
!"&"

列联表给出了成对分类变量数据的交

叉分类频数
!

"!

独立性检验

$

!

'设
:

和
;

为定义在
!

上!取值于/

2

!

!

0的成对分类变量
!

/

:$2

0与/

;$2

0独立#

/

:$2

0与/

;$!

0独立#/

:$!

0与/

;$2

0独

立#/

:$!

0与/

;$!

0独立
!

以上四条性质彼此

等价!若这些性质成立!我们就称分类变量
:

和
;

独立
!

$

"

'独立性检验

!

小概率值
%

的临界值+对于任何小概率

值
%

!可以找到相应的正实数
)

%

!使得
,

$

&

"

'

)

%

'

$

%

!我们称
)

%

为
%

的临界值
!

这个临界值

可作为判断
&

"大小的标准!概率值
%

越小!临

界值
)

%

越大
!

"

&

"的计算公式+

&

"

$

#

$

(03*+

'

"

$

(%*

'$

+%0

'$

(%+

'$

*%0

'

!

#

独立性检验+利用
&

"的取值推断分类

变量
:

和
;

是否独立的方法称为
&

"独立性检

验!读作%卡方独立性检验&!简称独立性检验
!

$

基于小概率值
%

的检验规则+当
&

"

'

)

%

时!我们就推断
G

2

不成立!即认为
:

和
;

不

独立!该推断犯错误的概率不超过
%

#当
&

"

&

)

%

时!我们没有充分证据推断
G

2

不成立!可

以认为
:

和
;

独立
!

%

应用独立性检验解决实际问题包括的

主要环节

=*

提出零假设
G

2

+

:

和
;

相互独立!并给

出在问题中的解释
!

G*

根据抽样数据整理出
"&"

列联表!计

算
&

"的值!并与临界值
)

%

比较
!

A*

根据检验规则得出推断结论
!

H*

在
:

和
;

不独立的情况下!根据需要!通

过比较相应的频率!分析
:

和
;

间的影响规律
!

&

独立性检验中几个常用的小概率值和

相应的临界值

%

2!! 2!20 2!2! 2!220 2!22!

)

%

"!,2. #!/'! .!.#0 ,!/,1 !2!/"/

!!

判断正误
!

$正确的打%

"

&!错误的打%

&

&'

$

!

'列联表中的数据是两个分类变量的频数
!

$

"

'

$

"

'用独立性检验得出事件
%

与
&

无关!即

两个事件互不影响
!

$

&

'

'*"



$

#

'

&

"的大小是判断事件
%

与
&

是否相关

的统计量
!

$

"

'

"!

对于独立性检验!下列说法正确的是 $

)

'

)*

&

"独立性检验是假设各事件之间相互

独立

+*

&

"可以为负值

(*

&

"独立性检验显示%患慢性支气管炎和

吸烟习惯有关&!这就是指%有吸烟习惯的

人必定会患慢性支气管炎&

-*"&"

列联表中的
'

个数据可以是任意正数

(解析)选
)!

由独立性检验的检验步骤可知

)

正确#

因为
"&"

列联表中的数据均为正整数!故

&

"不可能为负值!排除
+

#

因为
&

"独立性检验显示%患慢性支气管炎

和吸烟习惯有关&!是指有一定的把握说他

们相关!或者说有一定的出错率!故排除
(

#

因为
"&"

列联表中的
'

个数据是对于某组

特定数据的统计数据!故四个数据间有一定

的关系!故排除
-!

#!

如图是调查某地区男"女中学生喜欢理科的

等高堆积条形图!阴影部分的高度表示喜欢

理科的频率!从图中可以看出 $

(

'

)!

性别与喜欢理科无关

+!

女生中喜欢理科的占
/29

(!

男生比女生喜欢理科的可能性大些

-!

男生不喜欢理科的占
.29

(解析)选
(!

从图中可以分析!男生喜欢理科

的可能性比女生大一些
!

'!

利用独立性检验来考虑两个分类变量
:

和
;

是否有关系时!通过查阅临界值表来确定推断

%

:

和
;

有关系&的可信度!如果
&

"

,

0!2"'

!那

么就推断%

:

和
;

有关系&!这种推断犯错误的

概率不超过 $

(

'

%

2!02 2!'2 2!"0 2!!0 2!!

)

%

2!'00 2!,2/ !!#"# "!2," "!,2.

%

2!20 2!2"0 2!2! 2!220 2!22!

)

%

#!/'! 0!2"' .!.#0 ,!/,1 !2!/"/

)!2!"0 +!2!,0

(!2!2"0 -!2!1,0

(解析)选
(!

因为
,

$

&

"

,

0!2"'

'

$2!2"0

!故

在犯错误的概率不超过
2!2"0

的前提下!认

为%

:

和
;

有关系&

!

探究
!

!

等高堆积条形图的应用

(例
!

)为了解铅中毒病人与尿棕色素为阳

性是否有关系!分别对病人组和对照组的尿液

作尿棕色素定性检查!结果如下+

组别 阳性数 阴性数 合计

病人组
"1 , #.

对照组
1 "/ #,

合计
#/ #0 ,#

!!

试画出列联表的等高堆积条形图!分析病

人组和对照组的尿棕色素阳性数有无差别!铅

中毒病人与尿棕色素为阳性是否有关系*

(解析)等高堆积条形图如图所示+

(*"



其中两个浅色条的高分别代表病人组和

对照组样本中尿棕色素为阳性的频率
!

由图可以直观地看出病人组与对照组相

比!尿棕色素为阳性的频率差异明显!因此铅

中毒病人与尿棕色素为阳性有关系
!

判断两个分类变量是否相关的方法

$

!

'利用数形结合思想!借助等高堆积条

形图来判断两个分类变量是否有关系
!

$

"

'一般地!在等高堆积条形图中!

(

(%*

与

+

+%0

相差越大!两个分类变量有关系的可能性

就越大
!

(变式训练
!

)某生产线上!质量监督员甲

在生产现场时!

112

件产品中有合格品
1/"

件!

次品
/

件#甲不在生产现场时!

0!2

件产品中有

合格品
'1#

件!次品
!,

件
!

试利用列联表和等

高堆积条形图判断监督员甲是否在生产现场

对产品质量好坏有无影响
!

(解析)根据题目所给数据得如下
"&"

列

联表+

组别 合格品数 次品数 合计

甲在生产现场
1/" / 112

甲不在生产现场
'1# !, 0!2

合计
!',0 "0 !022

!!

所以
(03*+$1/"&!,3/&'1#$

!",02

!

+

(03*+

+

比较大!说明甲在不在生产

现场与产品质量好坏有关系
!

相应的等高堆积

条形图如图所示+

图中两个阴影部分的高分别表示甲在生产

现场和甲不在生产现场时样本中次品数的频率
!

从图中可以看出!甲不在生产现场时样本中次品

数的频率明显高于甲在生产现场时样本中次品数

的频率
!

因此可以认为质量监督员甲是否在生产

现场对产品质量好坏有影响
!

探究
"

!

独立性检验

(例
#

)为了探究学生选报文"理科是否与

对外语的兴趣有关!某同学调查了
#.!

名高二

在校学生!调查结果如下+理科生中对外语有

兴趣的有
!#/

人!无兴趣的有
1/

人#文科生中

对外语有兴趣的有
,#

人!无兴趣的有
0"

人
!

依

据小概率值
%

$2!!

的独立性检验!分析学生

对外语的兴趣是否会影响选报文"理科
!

(解析)零假设为
G

2

+学生选报文"理科与

对外语的兴趣无关联
!

根据题目所给的数据得

到如下列联表+

单位+人

兴趣 理科生 文科生 合计

有
!#/ ,# "!!

无
1/ 0" !02

合计
"#. !"0 #.!

!!

根据列联表中数据由公式计算得

&

"

$

#.!&

$

!#/&0"3,#&1/

'

"

"!!&!02&"#.&!"0

3

!!/,!

&!2

3'

&

"!,2.$)

2!!

!

根据小概率值
%

$2!!

的独立性检验!没

有充分证据推断
G

2

不成立!因此可以认为

G

2

成立!即认为学生选报文"理科与对外语的

兴趣无关联!此推断犯错误的概率不大于
2!!!

解决独立性检验问题的基本步骤

$

!

'根据已知的数据作出列联表
!

$

"

'提出零假设
G

2

!并给出在问题中的解释
!

$

#

'求
&

"的值
!

)*"



$

'

'与临界值
)

%

比较!根据检验规则得出

推断结论
!

(变式训练
#

)某校推广新课改!在两个程

度接近的班级进行试验!一班为新课改班级!

二班为非课改班级!经过一个学期的教学后对

期末考试进行分析评价$规定+总分不低于
002

分为优秀!

002

分以下为非优秀'!得到列联表

如下+

单位+人

班级 优秀 非优秀 合计

一班
#0 !#

二班
!, "0

合计

!!

$

!

'请完成列联表#

$

"

'根据列联表的数据!依据小概率值
%

$

2!220

的独立性检验!分析推广新课改是否会

影响总成绩
!

(解析)$

!

' 单位+人

班级 优秀 非优秀 合计

一班
#0 !# '/

二班
!, "0 '"

合计
0" #/ 12

!!

$

"

'零假设为
G

2

+推广新课改不会影响总

成绩
!

根据列联表中的数据!

得到
&

"

$

12&

$

#0&"03!#&!,

'

"

'/&'"&0"&#/

3

16..

,

,!/,1$)

2!220

!依据小概率值
%

$2!220

的独立

性检验!我们推断
G

2

不成立!即认为推广新课

改会影响总成绩!此推断犯错误的概率不大于

2!220!

!!

某飞机在一次飞行航程中遭遇恶劣气候!

00

名男乘客中有
"'

名晕机!

#'

名女乘客中有
/

名晕机
!

在检验这些乘客晕机是否与性别有

关时!采用的数据分析方法应是 $

(

'

)!

频率分布直方图

+!

回归分析

(!

独立性检验

-!

用样本估计总体

(解析)选
(!

根据题意!结合题目中的数据!

列出
"&"

列联表!求出
&

"

!对照数表可得出

概率结论!这种分析数据的方法是独立性

检验
!

"!

如表是一个
"&"

列联表!则表中
(

!

*

的值

分别为 $

(

'

组别
'

!

'

"

合计

)

!

( "! ,#

)

"

"" "0 ',

合计
* '. !"2

)!1'

!

," +!0"

!

02

(!0"

!

,' -!,'

!

0"

(解析)选
(!($,#3"!$0"

!

*$(%""$0"%""$,'!

#!

为考察
%

!

&

两种药物预防某疾病的效果!

进行动物试验!分别得到如下等高堆积条

形图
!

根据图中信息!下列各项说法中最佳的一项

是 $

+

'

)!

药物
&

的预防效果优于药物
%

的预防效果

+!

药物
%

的预防效果优于药物
&

的预防效果

**"



(!

药物
%

!

&

对该疾病均有显著的预防效果

-!

药物
%

!

&

对该疾病均没有预防效果

(解析)选
+!

从图中可以看出!服用药物
%

后未患病的比例比服用药物
&

后未患病的

比例大得多!预防效果更好
!

'!

某电视传媒公司为了了解某地区电视观众

对某类体育节目的收视情况!随机抽取了

!22

名观众进行调查!其中女性有
00

名
!

下

面是根据调查结果绘制的观众日均收看该

体育节目时间的频率分布直方图
!

将日均收看该体育节目时间不低于
'24?@

的观众称为%体育迷&!已知%体育迷&中有
!2

名女性
!

单位+人

性别 非体育迷 体育迷 合计

男

女

合计

$

!

'根据已知条件完成
"&"

列联表!依据小

概率值
%

$2!20

的独立性检验!你认为%体

育迷&与性别是否有关联*

$

"

'将日均收看该体育节目不低于
024?@

的

观众称为%超级体育迷&

!

已知%超级体育迷&

中有
"

名女性!若从%超级体育迷&中任意选

取
"

人!求至少有
!

名女性观众的概率
!

(解析)$

!

'零假设为
G

2

+%体育迷&与性别无

关联
!

由频率分布直方图可知!在抽取的
!22

人中!%体育迷&有
"0

人!

从而
"&"

列联表如下+

单位+人

性别 非体育迷 体育迷 合计

男
#2 !0 '0

女
'0 !2 00

合计
,0 "0 !22

将
"&"

列联表中的数据代入公式计算!

得
&

"

$

!22&

$

#2&!23'0&!0

'

"

,0&"0&'0&00

$

!22

##

3

#!2#2

&

#!/'!$)

2!20

!

根据小概率值
%

$

2!20

的独立性检验!没有充分证据推断
G

2

不成立!因此可以认为
G

2

成立!即认为%体

育迷&与性别无关联
!

$

"

'由频率分布直方图可知!%超级体育迷&

为
0

人!

从而一切可能结果所组成的样本空间为+

!

$

/$

(

!

!

(

"

'!$

(

!

!

(

#

'!$

(

"

!

(

#

'!$

(

!

!

*

!

'!

$

(

!

!

*

"

'!$

(

"

!

*

!

'!$

(

"

!

*

"

'!$

(

#

!

*

!

'!$

(

#

!

*

"

'!$

*

!

!

*

"

'0

!

其中
(

7

表示男性!

7$!

!

"

!

#

!

*

8

表示女性!

8

$!

!

"!

!

由
!2

个样本点组成!而且这些样本点的

出现是等可能的!用
%

表示%任选
"

人中!至

少有
!

人是女性&这一事件!

则
%$

/$

(

!

!

*

!

'!$

(

!

!

*

"

'!$

(

"

!

*

!

'!$

(

"

!

*

"

'!$

(

#

!

*

!

'!$

(

#

!

*

"

'!$

*

!

!

*

"

'0

!

事件
%

由
,

个样本点组成!因而
,

$

%

'

$

,

!2

!

温馨提示+请自主完成课后作业$二十三'

""!



成对数据的统计分析复习

要点
!

!

回归分析

(例
!

)某省级示范高中高三年级对考试的

评价指标中!有%难度系数&和%区分度&两个指

标
!

其中!难度系数
$

年级总平均分

总分
!区分度

$

实验班的平均分
3

普通班的平均分

总分 !

$结果精确

到
2!2!

'

$

!

'在某次数学考试$满分
!02

分'中!从

实验班和普通班各随机抽取三人!实验班三人

的成绩分别为
!',

分"

!'"

分"

!#,

分!普通班

三人的成绩分别为
1,

分"

!2"

分"

!!#

分!通过

样本估算本次考试的区分度
!

$

"

'以下表格是高三年级六次考试的统计

数据如下表+

难度系数
) 2!.'2!,!2!,'2!,.2!,,2!/"

区分度
'

2!!/2!"#2!"'2!"'2!""2!!0

!!!

计算样本相关系数
4

!当
+

4

+&

2!,0

时!

认为线性相关程度弱#当
+

4

+'

2!,0

时!认为线

性相关程度强
!

通过计算说明!能否利用线性

回归模型拟合
'

与
)

的关系
!

"

已知
H$

+

)32!,'

+

!求出
'

关于
H

的经

验回归方程!并预测当
)$2!,0

时
'

的值
!

参考数据+

0

.

7$!

)

7

'

7

$2!1#21

!

0

.

7$!

$

)

7

3)

'

"

0

.

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

3

2!2!!"

!

0

.

7$!

H

7

'

7

$2!2'/#

!

0

.

7$!

$

H

7

3H

'

"

3

2!22,#!

(解析)$

!

'易求得实验班三人成绩的平均

分为
!',%!'"%!#,

#

$!'"

$分'!

普通班三人成绩的平均分为
1,%!2"%!!#

#

$!2'

$分'!

所以区分度为
!'"3!2'

!02

3

2!"0!

$

"

'

!

由题知!

) $

2!.'%2!,!%2!,'%2!,.%2!,,%2!/"

.

$2!,'

!

'

$

2!!/%2!"#%2!"'%2!"'%2!""%2!!0

.

$2!"!

!

4$

0

.

7$!

)

7

'

7

3#)

'

0

.

7$!

$

)

7

3)

'

"

0

.

7$!

$

'

7

3

'

'槡
"

3

2!1#213.&2!,'&2!"!

2!2!!"

3

32!!#

!

故
+

4

+&

2!,0

!线性相关程度较弱
!

综上可知!不能利用线性回归模型拟合
'

与
)

的关系
!

"

'

与
H

的值如下表+

H 2!!2 2!2# 2 2!2" 2!2# 2!2/

区分度
'

2!!/ 2!"# 2!"' 2!"' 2!"" 2!!0

!!

则D
*$

0

.

7$!

H

7

'

7

3#H

'

!0

.

7$!

$

H

7

3H

'

"

!

3

2!2'/#3.&

2!".

.

&2!"!

2!22,#

3

32!/.

!

!"!



D($

'

3

D

*H$2!"!%2!/.&

2!".

.

3

2!"0!

故所求经验回归方程为
D

'

$32!/.H%2!"0!

当
)$2!,0

时!

H$2!2!

!所以
D

'

3

2!"'!

已知解释变量的某个值去预测相应

响应变量的某个值时!要弄清楚代入的对象
!

如第$

"

'问的
"

中!易误把
)$2!,0

直接代入

经验回归方程!求出
'

的值!导致错误
!

(变式训练
!

)在一段时间内!某种商品的

价格
)

$单位+元'和需求量
'

$单位+件'的一组

对应数据如表+

)

3元
!' !. !/ "2 ""

'

3件
!" !2 , 0 #

!!

已知
)

与
'

具有线性相关关系!求出
'

关于

)

的经验回归方程!并说明拟合效果的好坏
!

(解析)

)$

!

0

&

$

!'%!.%!/%"2%""

'

$!/

!

'

$

!

0

&

$

!"%!2%,%0%#

'

$,!'

!

0

0

7$!

)

"

7

$!'

"

%!.

"

%!/

"

%"2

"

%""

"

$

!..2

!

0

0

7$!

)

7

'

7

$!'&!"%!.&!2%!/&,%"2&

0%""&#$."2

!

所以D
*$

0

0

7$!

)

7

'

7

30)

'

0

0

7$!

)

"

7

30)

"

$

."230&!/&,!'

!..230&!/

"

$3!!!0!

所以
D($,!'%!!!0&!/$"/!!!

所以
'

关于
)

的经验回归方程为

D

'

$3!!!0)%"/!!!

列出残差表为+

'

7

3D

'

7

2 2!# 32!' 32!! 2!"

'

7

3

' '!. "!. 32!' 3"!' 3'!'

!!

所以
0

0

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"

$2!#

!

0

0

7$!

$

'

7

3

'

'

"

$0#!"

!

9

"

$!3

0

0

7$!

$

'

7

3D

'

7

'

"

0

0

7$!

$

'

7

3

'

'

"

3

2!11'!

所以拟合效果较好
!

要点
"

!

独立性检验

(例
#

)中国大学先修课程!是在高中开设

的具有大学水平的课程!旨在让学有余力的高

中生尽早接受大学思维方式"学习方法的训

练!为大学学习乃至未来的职业生涯做好准

备
!

某高中每年招收学生
!222

人!开设大学先

修课程已有两年!共有
#22

人参与学习先修课

程!两年全校共有优等生
"22

人!学习先修课

程的优等生有
02

人
!

$

!

'请填写
"&"

列联表!画出等高堆积条

形图!并通过图形判断学习先修课程与优等生

是否有关联#

$

"

'依据小概率值
%

$2!2!

的独立性检

验!能否认为学习先修课程与优等生有关联*

单位+人

组别 优等生 非优等生 合计

学习大学先修课程

没有学习大学先修课程

合计

#"!



(解析)零假设为
G

2

+学习选修课程与优

等生无关联
!

$

!

'列联表如下+

单位+人

组别 优等生 非优等生 合计

学习大学先修课程
02 "02 #22

没有学习大学先修课程
!02 !002 !,22

合计
"22 !/22 "222

!!

等高堆积条形图如下图+

通过图形可判断学习先修课程与优等生

有关系
!

$

"

'由列联表可得

&

"

$

"222

$

02&!0023!02&"02

'

"

#22&!,22&"22&!/22

3

!,!'"1

,

.!.#0$)

2!2!

!

依据小概率值
%

$2!2!

的独立性检验!我们

推断
G

2

不成立!即认为学习先修课程与优等生

有关联!此推断犯错误的概率不大于
2!2!!

独立性检验问题的求解策略

$

!

'等高堆积条形图法+依据题目信息画

出等高堆积条形图!依据频率差异来粗略地判

断两个变量的相关性
!

$

"

'

&

"统计量法+

先计算
&

"

$

#

$

(03*+

'

"

$

(%*

'$

+%0

'$

(%+

'$

*%0

'

!

再与临界值表作比较!最后得出结论
!

(变式训练
#

)在
022

只小白鼠身上试验某种

血清预防某种疾病的作用!把一年中的记录与另

外
022

只未用血清的小白鼠作比较结果如表+

试验血清 未患病 患病 合计

试验
"0" "'/ 022

未试验
""' ",. 022

合计
',. 0"' !222

!!

依据小概率值
%

$2!!

的独立性检验!分

析血清是否能起到预防疾病的作用
!

(解析)由题得

&

"

$

!222

$

"0"&",.3"'/&""'

'

"

022&022&',.&0"'

$#!!'#

,

"!,2.!

即依据小概率值
%

$2!!

的独立性检验!

血清能起到预防疾病的作用
!

!!

样本相关系数
4

可用来衡量两个变量之间线性

相关程度的强弱!则下列说法正确的是 $

-

'

)*4

只能取正值

+*4

可以取任意实数

(*

通常当
4

越接近
2

时!两个变量线性相关

程度越强

-*

通常当
+

4

+

越接近
!

时!两个变量线性相

关程度越强

"!

下列关系中+

!

学生的学习态度与学习成绩之

间的关系#

"

教师的执教水平与学生的学习成

绩之间的关系#

#

学生的身高与学习成绩之间

的关系#

$

家庭的经济条件与学生的学习成绩

之间的关系
!

其中具有相关关系的是 $

)

'

)*

!"

+*

!#

(*

"#

-*

"$

#!

设两个变量
)

和
'

之间具有线性相关关系!它

们的样本相关系数是
4

!

'

关于
)

的经验回归

直线的斜率是D
*

!纵截距是
D(

!那么有 $

)

'

)*

D

*

与
4

的符号相同

+*D(

与
4

的符号相同

$"!



(*

D

*

与
4

的符号相反

-*D(

与
4

的符号相反

'!

为了评价某个电视栏目的改进效果!在改进

前后分别从居民点抽取了
!22

位居民进行

调查!经过计算
&

"

$1161

!根据这一数据分

析!下列说法正确的是 $

(

'

)*

有
11619

的人认为该栏目优秀

+*

有
11619

的人认为该栏目的优秀与改进

有关系

(*

在犯错误的概率不超过
2622!

的前提下

认为该栏目的优秀与改进有关系

-*

以上说法都不对

0!

由以下数据得到的经验回归直线必过定点

$

-

'

) ! " # '

'

!2 . / !"

)*

$

!

!

!2

'

+*

$

"

!

.

'

(*

$

0

!

1

'

-*

$

"60

!

1

'

.!

变量
'

与
)

有如下统计数据+

) " ' 0 . /

'

#2 '2 .2 02 ,2

则
'

与
)

线性
!

相关
!

$填%相关&或%不相

关&'

!

,!

在一次试验中!测得$

)

!

'

'的四组值分别是

%

$

!

!

!

'!

&

$

#

!

'

'!

.

$

0

!

,

'!

/

$

,

!

/

'!则
'

与
)

之

间的经验回归方程为
!

D

'

$!!")%2!"

!

!

/!

某市教育局邀请教育专家深入该市多所中小

学!开展听课"访谈及随堂检测等活动!他们把

收集到的
!/2

节课分为三类课堂教学模式!教

师主讲的为
%

模式!少数学生参与的为
&

模

式!多数学生参与的为
.

模式!

%

!

&

!

.

三类课

的节数比例为
#5"5!!

$

!

'为便于研究分析!教育专家将
%

模式称为传

统课堂模式!

&

!

.

统称为新课堂模式
!

根据随堂

检测结果!把课堂教学效率分为高效和非高效!

根据检测结果统计得到如下
"&"

列联表+

单位+节

课堂模式 高效 非高效 合计

新课堂模式
.2 #2 12

传统课堂模式
'2 02 12

合计
!22 /2 !/2

依据小概率值
%

$2!2!

的独立性检验!能否认

为课堂教学效率与教学模式有关联* 并说明

理由
!

$

"

'教育专家采用分层随机抽样的方法从收集

到的
!/2

节课中选出
!"

节课作为样本进行研

究!并从样本中的
&

模式和
.

模式课堂中随机

抽取
"

节课!求至少有
!

节课为
.

模式课堂的

概率
!

(解析)$

!

'零假设为
G

2

+课堂效率与教学模式

无关联
!

由列联表中的统计数据得

&

"

$

!/2&

$

.2&023'2&#2

'

"

!22&/2&12&12

$1

,

.!.#0

$)

2!2!

!

根据小概率值
%

$2!2!

的独立性检验!我们

推断
G

2

不成立!即认为课堂效率与教学模式

有关联!此推断犯错误的概率不大于
2!2!!

$

"

'样本中的
&

模式课堂和
.

模式课堂分别

是
'

节和
"

节
!

从中任取两节有
(

"

.

$!0

$种'取法!其中至少有

一节课为
.

模式课堂取法有
(

"

.

3(

"

'

$1

$种'!

所以至少有一节课为
.

模式课堂的概率为

1

!0

$

#

0

!

温馨提示+请自主完成课后作业$二十四'

%"!


